
愛知県立大学大学院情報科学研究科 平成 25 年度 修士論文要旨

特異値分解を利用した二乗誤差基準によるCT再構成

情報科学研究科 ファン　フー　ズイ 指導教員：戸田　尚宏

1 はじめに

X 線 CT(Computed Tomography) を利用した医療診断にお

いて，被曝量の低減化が求められているが，画質の劣化を抑制す

る問題を解決しなければならず，近年，最適化理論に基づいた

逐次型再構成アルゴリズムが注目されている [1]．最適化の際に

用いる評価量として二乗誤差及び尤度が代表的である．X 線の

測定値に含まれる量子雑音は，ポアソン分布に従う事が知られ

ており，後者の尤度の方が一般に適していると考えられている．

しかし，X 線 CT の再構成においては空間の分割数や観測した

データの数 (以下観測総数とする)といった再構成画像に影響す

る様々な要因が存在するため，尤度が常に有効であるかという

点は明確になっていなかった．そこで本研究では，特異値分解

[2]を利用した二乗誤差基準による再構成法を提案し，尤度を利

用した方法 [3]と精度，効率を比較する．

2 再構成アルゴリズム

本研究では，図 1 に示した第三世代ファンビームを用いた測

定の場合について検討を行う．

図 1 第 3世代 X線 CTの幾何構造

2.1 二乗誤差法に基づくアルゴリズム

撮像対象空間を P とし，その中の点を x(∈ P )とする．また，

そこでの減弱係数の分布を，µ(x)と表す．撮像空間を離散化し，

画素数 Np の画像とみなした場合，投影データは，

s(τ) =

Np∑
j=1

µ(xj)d(xj , τ) (1)

となる．ここで，j は画素を表すインデックスであり，xj は j

番目の画素の実空間上での座標を表す．d(x, τ)は測定位置 τ に

おいて投影ラインが xの画素を通過する距離である．
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と書けるから，
Dµ = s (3)

と略記する．また，D の各 i行目の横ベクトルを di と表す．

最小二乗の概念に基づいた求解方法は具体的には，評価量

J =
1

2
||Dµ− s||2 (4)

を最小にするような µ を求める方法であり，µ について微分し

た値が 0となる点が最小となる．すなわち，

DTDµ = DT s (5)

を µ について求解する事に相当する．しかしながら、システム

行列 (DTD) が悪条件となる場合に再構成画像の画質が悪化す

るという問題があった．これに対して，最小二乗法の問題を解決

する一般的方法として特異値分解が知られているが，本研究では

これに基づいた再構成法を提案する．システム行列 (DTD)は，

DTD = UΣV T (6)

の様に，直交行列 U, V そして，システム行列の特異値を対角成

分に持つ対角行列 Σに分解される．特異値分解の後，特異値に

基づいたシステム行列から雑音成分の除去を行う事で，

DTDµ = DT s ↔ UdSV µ = DT s ↔ µ = V TSUTDT s (7)

のように減弱係数分布を推定する．

2.2 尤度に基づく逐次アルゴリズム [3]

X線の観測において，測定値はポアソン分布に従うことが知ら

れている．すなわち，測定値のモデル Im(τ)は確率変数として，

Im(τ) = Poisson
[
Ie(τ) exp

(
−s(τ)

)]
(8)

と記述される．一方，Îm を再構成像から求められる測定値と

して，

Îm(τ) = Ie(τ) exp
(
−s(τ)

)
(9)

で与えるものとする．これらを用いて尤度は，

L =

NT∑
i=1

Im(τi) log Îm(τi)− Îm(τi)− log I(τi)! (10)

で与えられる．再構成は，

max
µ

L subject to µ(xj) > 0, j ∈ {1, 2, . . . , Np} (11)

の様に尤度最大化により実現される．以下これを尤度法と記す．

3 実験設定

X 線源から 1 スキャン中に照射される X 線の総光子数を{
8× 107, 8× 108, 8× 109

}
[photons/scan]，γ 方向及び回転角

度 β の分割数 Nγ , Nβ を，{16, 32, 64}，{16, 32, 64}, そして撮
像空間分割数を 16× 16,24× 24,32× 32とし，すべての組み合

わせについて投影測定シミュレーション及び再構成を行う．再

構成画像の画質は，

E =

√
1

Np

∑
x∈P

(µ̂(x)− µ(x))
2

(12)

と定義した平均二乗誤差 E により定義する．ここで，µ̂は推

定された減弱係数，µは真の減弱係数，Np は P の全要素数であ

る．本研究では，提案手法の実用上の効率を評価するため，ここ

では尺度として，

R = τproc · E (13)

を用いる．ここで τproc は，推定に要した計算時間である．この

尺度は，値が小さいほど効率が良い事を意味している．
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4 数値実験

図 2 に用いた数値ファントムを示す．撮像空間の領域の大き

さを 30 [cm]× 30 [cm] と設定する．測定対象としたファント

ムは，評価のため単純に水で満たされた半径 (r)14.4 [cm] 程度

の球体を想定する． 図 3 と図 4 は画素数 24 × 24，観測総数

図 2 測定対象としたファントム

NT = Nγ ×Nβ = 32× 32 = 1024の場合の特異値分解法及び尤

度法による再構成画像結果，図 5はこの場合における X線光子

数に従った計算効率の尺度 Rの変化のグラフであり、図 6と図

7は画素数 32× 32，観測総数NT = Nγ ×Nβ = 32× 16 = 512

の場合の特異値分解法及び尤度法による再構成画像結果，図 8

はこの場合における X 線光子数に従った計算効率の尺度 R の

変化のグラフである．

8.0× 107 8.0× 108 8.0× 109

図 3 画素数 24 × 24,NT = 1024の場合において特異値分解

による再構成結果

8.0× 107 8.0× 108 8.0× 109

図 4 画素数 24 × 24,NT = 1024の場合において尤度法によ

る再構成結果

図 5 画素数 24 × 24,NT = 1024の場合において画素数の場

合における計算尺度 Rの変化

図 3，図 4と図 5から特異値分解法の方が良い性能を持つ事を

確認でき，その効率の差は照射光子数が低くなると増大する傾

向にある．これは，逐次再構成である雑音に対して感度が低い

事により，その雑音性分が増大することで相対的に更新量が低

下する事に原因であると考えられる．図 6，図 7と図 8を見ると

特異値分解法より尤度法の方が良い結果を示しておる．これは，

システム行列の大きさが全画素数の増大に合わせて二乗のオー

ダーで増大するため，特異値分解に要する計算量もそれに合わ

せ増大する事が原因と考えられる．

8.0× 107 8.0× 108 8.0× 109

図 6 画素数 32× 32,NT = 512の場合において特異値分解に

よる再構成結果

8.0× 107 8.0× 108 8.0× 109

図 7 画素数 32× 32,NT = 512の場合において尤度法による

再構成結果

図 8 画素数 32× 32,NT = 512の場合において画素数の場合

における計算尺度 Rの変化

5 おわりに

X 線 CT の測定値はポアソン分布に従うことから尤度が適し

ていると考えられるが，画素薄が比較的少ない場合，すなわち，

照射光子数及び観測総数が十分にある状態において特異値分解

を導入した二乗誤差基準が尤度より効率良くなる場合が存在す

るた．一方，画素数が多くなると逆転する．今後はその理論を

構築する必要がある．
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