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1 はじめに

量子通信システムの信頼性あるいは安全性を評価する上で，量

子信号検出限界を明らかにすることは重要である. 量子暗号にお

いて，PSK，ASK，QAM など，ディジタル通信でもよく知ら

れている変調方式が利用されている．これらのうち，対称信号 (

PSK コヒーレント状態信号など) については，量子信号検出限

界を達成する量子最適測定が，SRM[1] であることが明らかにさ

れている [2]．また，量子信号検出限界の限界値そのものを計算

するための公式も得られている．

それに対し，非対称信号 (ASK コヒーレント状態信号など)に

対しては，信号数が大規模な場合，量子信号検出限界を達成する

測定が分かっておらず，通信路行列公式も得られていない．こ

のため，非対称信号に対しては数値計算により，SRMによる誤

り率などの計算が試みられているが，計算量や所要メモリによ

る制限のため，1000を大きく超える信号数を扱うことは，極め

て困難である．そのため，非対称信号に対する通信路行列公式

の導出は課題となっている．

本研究は，M 元非対称信号に対する通信路行列公式を与える

ことを目的としている．現在，成果として，1 次元で表される

M = 2m 元の ASK信号に対し，その部分的な対称性に着目す

ることで，問題の規模を半分のmにできることを明らかにした．

また，その次のステップとして，2次元の信号である AMPM信

号に対して，M = 4m の場合，問題の規模を 1
4 の m にするこ

とができることを明らかにした．本稿では，本研究の基礎であ

る ASK信号に関する成果について述べる．

2 M = 2m元の ASKコヒーレント状態信号とその
固有値，固有ベクトル

2.1 ASKコヒーレント状態信号とそのグラム行列

本稿で扱う 2m元の ASK信号を図 1のように表す．ここで，

信号の順番が左から 1, 2, ..., 2mとなっていない点に注意された

い．

図 1 2m元の ASKコヒーレント状態信号

このM = 2m元の ASK信号のグラム行列は

Γ (2m) =


1 ⟨α1|α2⟩ · · · ⟨α1|α2m⟩

⟨α2|α1⟩ 1 · · · ⟨α2|α2m⟩
...

...
. . .

...
⟨α2m|α1⟩ ⟨α2m|α2⟩ · · · 1

 (1)

のようになる．Γ の上付き添え字 (2m) は行列サイズを表し，

Γ (2m) が 2m次の正方行列であることを意味している．

量子測定に SRMを用いる場合，グラム行列の平方根より通信

路行列が得られることが知られている [1]．そのため，通信路行

列を得るには，グラム行列の固有値，固有ベクトルを求める必要

がある．

2.2 グラム行列の分解

ここで，本稿におけるメインアイデアを述べる．図 1 の 2m

元の ASK 信号をよく見ると，m 個の BPSK 信号の集まりと

なっていることがわかる．BPSK 信号は典型的な対称信号であ

るので，2m元 ASK信号は 2個ずつ区切った信号が対称である

という意味で部分的な対称性を持つと言える．この特徴を利用

するため，Γ (2m) を 2次の正方行列 Γ
(2)
k,l を用いてブロック分割

することを考える．ただし，k, l ∈ {1, 2, . . . ,m}．ブロック行列
Γ

(2)
k,l は対角成分が等しい行列であり，その固有値 x

(k,l)
i ，固有ベ

クトル |xi⟩ を簡単に求めることができる．ただし，i ∈ {1, 2}．
また，{|xi⟩}は正規直交している．このとき， Γ

(2)
k,l は

Γ
(2)
k,l =

2∑
i=1

x
(k,l)
i |xi⟩⟨xi| (2)

と書ける．これより Γ (2m) は

Γ (2m) =
2∑

i=1

Ai ⊗ |xi⟩⟨xi| (3)

と書ける．Ai は x
(k,l)
i を (k, l)成分に持つm次のエルミート行

列であり，スペクトル分解可能である．Ai の固有値，固有ベク

トルをそれぞれ a
(i)
j , |a(i)j ⟩と書くと Γ (2m) は

Γ (2m) =
2∑

i=1

m∑
j=1

a
(i)
j |a(i)j ⟩⟨a(i)j | ⊗ |xi⟩⟨xi| (4)

となる．ただし，{|a(i)j ⟩}は正規直交する．式 (4)より，グラム行

列 Γ (2m) の固有値，固有ベクトルが，それぞれ a
(i)
j , |a(i)j ⟩ ⊗ |λi⟩

となることがわかる．つまり，2m 次のエルミート行列である

Γ (2m)の固有値，固有ベクトルを求めるには，m次のエルミート

行列である Ai の固有値，固有ベクトルを求めれば十分である．

3 おわりに

本稿では，M 元非対称信号に対する通信路行列公式を与える

ことを目的とし，M = 2m，すなわち偶数元の場合の ASK信号

について，信号の部分的な対称性を利用することで，問題の規模

を半分のmにすることができることを示した．
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