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第 1章 序論

本研究では解析解の存在しない一般トラヒック型待ち行列システムの性
能評価を機械学習によりおこなっている．従来，一般トラヒック型待ち行
列システムの性能評価には主に計算機実験 (離散型シミュレーション) が
用いられてきた．しかし，計算機実験には一般トラヒック型待ち行列シス
テムの特徴に応じて計算時間が変動するという問題がある．そのため，本
研究では機械学習を用いてその性能評価をおこなっている．なお本研究に
おける「待ち行列 (Queue)」は「待たされる現象」のことを指し，線形代
数における「行列 (Matrix)」とは異なる．
以下，1.1節では研究の背景と目的について述べる．1.2節では待ち行

列システムの性能評価および機械学習に関する関連研究を示す．1.3節で
は本論文の構成を示す．

1.1 研究の背景と目的
本節では，まず身の回りで見られる待ち行列について例をあげて説明す

る．次に，待ち行列システムとはどのようなものであるかを述べ，待ち行
列システムを数学的に取り扱うために用いられる待ち行列理論について説
明する．次に待ち行列理論における研究課題について述べ，本研究の位置
づけを説明した後，本研究の目的を述べる．

1.1.1 身の回りの待ち行列
待ち行列は我々の日常生活において様々な場面で見られる現象である．

駅の自動券売機や銀行のATM(現金自動預け払い機)の前にできる待ち行
列，評判のレストランに入るための待ち行列，テーマパークの人気アトラ
クションの待ち行列，空港の手荷物検査場での待ち行列など，私たちは普
段から様々な種類の待ち行列を目にし，また経験する．
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待ち行列は人が作るものとは限らない．モノが待ち行列を形成すること
もある．例えば，交差点には信号待ちの車の待ち行列ができる．インター
ネットでは，データはパケットと呼ばれる細かな単位に分割され，ルータ
と呼ばれる複数の中継装置を介して，通信相手に送信される．ルータにお
いて，特定の出口 (方路)に一時的にパケットが集中すると，ルータ内部
にパケットの待ち行列が形成される．高橋らは，待ち行列を次の 6つに分
類している [1]．

1. 開門待ち型の混雑
開門前から客が殺到し，開門と同時に一斉になだれ込むものである．
新規開店のデパートやスーパー，人気カードの野球やサッカー，休
日の遊園地や展覧会の行列がそれに当たる．

2. ラッシュアワー型の混雑
客があるとき一斉になだれ込むものである．ラッシュアワー時間帯
の電車を待つ行列がそれに当たる．

3. 到着がランダムな待ち行列
客の到着とその処理がランダムなものである．券売機やスーパーの
レジ，空港のチェックインカウンターの行列がそれに当たる．

4. 呼損系の待ち行列
直ちにサービスを受けられない場合に損失が発生するものである．
電話の世界では，電話をかけるときの信号を「呼」と呼ぶ．その呼
が失われるという意味から，呼がつながらないことを呼損，そのよ
うなことの起こる電話システムを呼損系と呼ぶ．携帯電話と基地局
との通信がそれに当たる．

5. 計算機における待ち行列
あちらこちらに待ち行列が発生するものである．計算機の内部で
は，いくつものジョブが並行して処理されている．一つのジョブに
対して一連の処理が一気におこなわれるわけではない．あるところ
で待ってそこでの処理を受け，次のところに進んで待ってそこでの
処理を受け，ということを繰り返しながら処理されていく．そのた
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め CPUやディスクなど計算機を構成する様々な部分で待ち行列が
発生する．

6. 通信における待ち行列
あちらこちらに待ち行列が発生するもので，特に処理の途中で損失が
発生する可能性があるものである．インターネットではデータはパ
ケットに分割され複数のルータを介して通信相手に送信されること，
ルータにおいて特定の方路に一時的にパケットが集中するとルータ
内部にパケットの待ち行列が形成されることは本節のはじめに説明
した通りである．パケットを通信相手に送信するまでに複数のルー
タを経由するため，複数のルータ内部にパケットの待ち行列が発生
する場合がある．ルータ内部に蓄積できるパケットの数には上限が
ある．そのため，ルータの上限いっぱいにパケットが蓄積されてい
るときに新たなパケットが到着すると，その新たなパケットは蓄積
されず損失が発生する．

本研究で取り扱う待ち行列は 3の到着がランダムな待ち行列と 4の呼損
系の待ち行列とする．なお 3の待ち行列において，システム容量 (詳細は
1.1.2節で述べる)が無限のものを本研究では「無限長待ち行列」と呼ぶ．
また 4の待ち行列において，「呼」は電話や通信の分野で用いられる用語
である [2]．本研究は研究分野を電話や通信に限定したものではないため，
「呼損系の待ち行列」は「即時型」と呼ぶ．

1.1.2 待ち行列システム
1.1.1節で取り上げた待ち行列には，待ち行列を形成する人，モノに加

えて，人，モノが待つための場所，および人，モノを処理するための機構
が存在している．以下，待ち行列を形成する人，モノのことを「客」，客
が待つための場所のことを「待ち室」，客を処理するための機構を「サー
バ」，待ち室とサーバを含む系を「待ち行列システム」，待ち行列システム
内に収容できる客数を「システム容量」と呼ぶ．
村上によると，待ち行列システムの形態は 3種類に分類することができ

る [2]．客の単位時間あたりの到着数 (以下，「到着率」)を λ，サーバの処
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理能力 (以下，「処理率」)を µ，サーバ数を sとした場合における 3種類
の待ち行列システムの形態を以下に示す．

1. サーバ別待ち行列システム
サーバ別に行列ができ，λは各サーバに s等分される図 1.1のシス
テムである．ただし，客はサーバを選択することはできず，各行列
の確率的性質は同じとする．高速自動車道の料金所や駅の切符販売
機を利用する場合に相当する．

・
・
・

・・・

・・・

・・・

・・・

・
・
・

λ/s
μ

μ

μ

μ

s

λ/s

λ/s

λ/s

図 1.1: サーバ別待ち行列システム
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2. 1列行列の複数サーバシステム
行列は 1列に形成され，行列の先頭にいる客は空いているサーバに
向かう図 1.2のシステムである．銀行 ATMやトイレを利用する場
合に相当する．

・・・

μ

・
・
・

μ

μ

μ

λ s

図 1.2: 1列行列の複数サーバシステム
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3. 1列行列の高速サーバシステム
行列は 1列，サーバも 1つであるが，µが図 1.1のサーバ別待ち行列
システムおよび図 1.2の 1列行列の複数サーバシステムの s倍とな
る図 1.3のシステムである．Intel製CPUの一部には Intel R⃝ Turbo
Boost Technology[3] (CPUコアの稼働状況に応じてCPU性能を調
節する機能 [4])が搭載されている．例えば，(1)特定の CPUコア
にのみ電流を流すことで，並列処理能力を抑えて動作周波数を引き
上げたり，(2)すべてのCPUコアに電流を流すことで，動作周波数
を抑えて並列処理能力を引き上げたりする．本例は Intel R⃝ Turbo
Boost Technologyを動作させて，CPUコアが (1)の状態になった
場合に相当する．

・・・ sμ
λ

図 1.3: 1列行列の高速サーバシステム
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本研究で取り扱う待ち行列システムは図 1.2の 1列行列の複数サーバシ
ステムおよび図 1.3の 1列行列の高速サーバシステムとする．なお図 1.2
の待ち行列システムにおいて，サーバ数を 1つ，サーバの処理能力を s倍
にすれば図 1.3と同じ待ち行列システムとなる．以下，待ち行列システム
を図 1.2の形態で表現した場合は，図 1.3の待ち行列システムも包含して
いるものとする．

1.1.3 待ち行列理論と待ち行列システムの性能
評価

「待ち行列理論」は 20世紀初頭のA. K. Erlangの研究が始まりである
とされる [5][6][7]．待ち行列システムを数学的に表現し，平均的に発生す
る客の待ちや，待ち行列システムに収容できない客の割合などの性能指標
を求めるための理論が待ち行列理論である．
まず待ち行列システムをどのようにして数学的に表現するのかについて

説明する．例として，図 1.4に示す銀行のATMにおける待ち行列を考え
てみる．ただしATMの台数，すなわちサーバ数は 1と仮定する．またシ
ステム容量は 2(ATM利用中の客 1人 +ATM利用待ちの客数 1人)と仮
定する．
客AはATMを利用するために，ATMへ到着する．客AはATMを操

作しサービスを受ける．客Aがサービスを受けている間に，客BがATM
へ到着する．客Bは客Aがサービスを終えるまで客Aの後ろに並ぶ．客
Aがサービス中でかつ客BがATMの利用を待っている間に，客Cが到着
する．客 Cは客 Aがサービスを終えるまで客 Bの後ろに並ぼうとする．
しかし，システム容量が 2であるため並ぶことができず，サービスを受け

客A 客A客B 客A客B客C 客B

図 1.4: 銀行のATMにおける待ち行列
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ずに退去する．客Aのサービス終了後，客AはATMから退去し客 Bが
ATMを利用する．客 Bのサービス終了後，客 BはATMから退去する．
この待ち行列を数学的に表現することを考える．上記の例から待ち行列

を数学的に表現するためには

1. 客のATMへの到着

2. 客のATMの利用

3. ATMの台数 (サーバ数)

4. システム容量

を規定する必要があることがわかる．1の客の ATMへの到着について，
客の到着間隔は一定ではなく確率的に変動する [1]．2の客のATMの利用
についても同様に，サービス時間 (以下，「処理時間」)は一定ではなく確
率的に変動する．これらの確率的変動は確率分布を用いることで数学的に
表現できる [8][9][10]．以下，到着間隔の確率的変動を表現する確率分布を
「到着間隔分布」，処理時間の確率的変動を表現する確率分布を「処理時間
分布」と呼ぶ．3のサーバ数および 4のシステム容量は自然数としてその
まま数学的に表現できる．
以上を整理すると待ち行列システムを表現するために規定すべき項目は

1. 到着間隔分布

2. 処理時間分布

3. サーバ数

4. システム容量

となる．待ち行列理論では一般的に待ち行列システムの表現に「ケンドー
ルの記号」を用いる．本論文内では待ち行列システムをケンドールの記号
を用いて表現する．
ケンドールの記号とは，英国の統計学者D. G. Kendallが提唱した待ち

行列システムの表現方法であり，A/B/s/K/Zのように表記する [2]．Aは
客の到着間隔分布を，Bはサーバの処理時間分布を，sはサーバ数を，Kは
システム容量を，Zは客を処理する順序 (以下，「サービス規律」)を表す．
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なおサービス規律が到着順 FCFS(First Come First Served)の場合，Z
は省略されることが多い [2][11]．一般的な待ち行列システムではサービ
ス規律は FCFSである場合が多く，本研究で想定する待ち行列システム
のサービス規律はすべて FCFSであるため，本論文内では Zは省略して
A/B/s/Kと表記する．また Kが無限大の場合は，Kを省略して A/B/s
と表記する．

Aと Bには分布に応じたある特定の記号が入る．その特定の記号の例
を表 1.1に示す．確率分布が一定分布に従う場合は「D」，k次のアーラン
分布に従う場合は「Ek」という記号が入る．確率分布が指数分布に従う
場合は「M」，2次の超指数分布に従う場合は「H2」，相型分布に従う場合
は「PH」という記号が入る．到着間隔もしくは処理時間の独立性を仮定
するという条件下における一般分布の場合は「GI」という記号が入る．到
着間隔もしくは処理時間の独立性を必ずしも仮定しないという条件下にお
ける一般分布の場合は「G」という記号が入る．ただし，多くの場合処理
時間については独立性を仮定するため，BにGを入れたときは独立性を
仮定している場合が少なくない [11]．本研究においても，BにGを入れた
ときは処理時間の独立性を仮定するものとする．
次に待ち行列システムにおいて，客の待ちがどれくらい発生するのか定

量的に判断するための性能指標について説明する．なお本研究では待ち行
列システムの性能指標を求めることを「待ち行列システムの性能評価」と
呼ぶ．以下に代表的な性能指標 3つを示す．

1. 平均システム内時間
客が待ち行列システムに到着してからサーバを出て行くまでに平均
でかかる時間を表す．平均滞在時間，あるいは平均系内時間とも呼
ばれる [11]．待ち行列システム内で客が待つ時間がわかる．

2. 平均システム内客数
サーバ利用中の客を含む，待ち行列システム内に平均で存在する客
数を表す．平均系内客数とも呼ばれる [11]．待ち行列システム内で
待つ客の数がわかる．

3. 損失率
待ち行列システムに到着した客が，システム容量不足で待ち行列に
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表 1.1: A，Bに入る記号
記号 分布
D 一定分布
Ek k次のアーラン分布
M 指数分布
H2 2次の超指数分布
PH 相型分布
GI 一般分布 (互いに独立)
G 一般分布 (必ずしも独立性を仮定しない)
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並ぶことができない確率を表す．廃棄率とも呼ばれる．特に電話や
通信の分野においては呼損率と呼ばれる [2]．客が待ち行列に並ぶこ
とができない確率はいくらであるのかがわかる．

1.1.4 待ち行列理論における研究課題
待ち行列理論はもともと電話交換機の設計のための理論であった．しか

し時代が経つにつれて，サービスシステムや交通システム，計算機システム
や通信システムなど様々な分野へ応用されるようになった [12][13][14][15]
[16]．したがって，待ち行列理論における研究課題を解決することは，様々
な分野における諸問題の解決につながる．
待ち行列理論における研究課題は大きく分けて 3つに分類できる [6]．

1. 新しい応用分野，とりわけ情報通信分野からの要請による新しいモ
デル構築と理論体系の整備

2. ある範囲のモデルに対して一般的に成立する理論の研究

3. モデルの性能指標を数値的に求めるアルゴリズム的方法の研究

1は新たな理論体系を生み出すことを主題とするもので，実際の問題に
応用することを重視したものである．情報通信が回線交換網，パケット交
換網，マルチアクセス，ATMネットワーク，移動体通信と多様化する中
で，それらに対応する理論体系が次々と生み出されてきた [17][18]．今日
における複雑化した通信ネッワークに対しても新たな理論体系の確立が期
待されている [19][20]．

2は個別の待ち行列システムにのみ成立していた理論を，幅広い待ち
行列システムに適用できるように拡張することを主題とするものである．
客の到着間隔分布が指数分布に従うとき，到着する客は待ち行列システ
ムがある状態となっている時間の割合を観察するという PASTA(Poisson
Arrivals See Time Averages)[11]は，2の研究成果の一つである．

3は待ち行列システムの性能評価をおこない，性能指標を数値的に求め
ることを主題とするものである．複雑化した理論体系においては，おおよ
その性能評価結果を得る方法は，基本的に近似手法あるいは計算機実験の
みであるとされている [21]．
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新たな理論体系の確立は，実際の問題への応用や待ち行列理論の発展に
おいて重要である．しかし新しい理論体系を確立しても，最終的に待ち行
列システムの性能評価ができなければ有用とはいい難い．そこで本研究で
は 3の研究課題に焦点を当てる．

1.1.5 本研究の目的
様々な分野への応用を考えたとき，性能評価が特に重要な待ち行列シス

テムは，到着間隔分布が一般分布 (ケンドールの記号AがGI)で，処理時
間分布が一般分布 (ケンドールの記号 BがG)のものである．本研究では
このような待ち行列システムを「一般トラヒック型待ち行列システム」と
呼ぶ．
一般トラヒック型待ち行列システムの解析解を求めるのは困難であるこ

とが知られている [22][23][24]．したがって，そのおおよその性能評価結果
を得る方法は 1.1.4節で述べた近似手法あるいは計算機実験のみとされる
[21]．
近似手法は，一般トラヒック型待ち行列システムにおける平均システ

ム内客数や平均システム内時間などを近似的に求めるというものである
[25][26]．近似手法を用いると解析解の得られていない一般トラヒック型
待ち行列システムのおおよその性能評価結果を得ることができる．また，
後述の計算機実験によるものと比べると，性能評価にかかる計算量が少な
いという特徴がある [27]．
しかし，近似手法は一般トラヒック型待ち行列システムの特徴に応じて

性能評価結果の精度が変動する．したがって，近似手法は一般論としての
理論が成立しにくく，一般トラヒック型待ち行列システムの特徴に合わせ
て近似式を選択しなければならないという問題がある [25][28]．
計算機実験は，待ち行列理論における離散型シミュレーションと呼ばれ

る手法のことを指す．ただし，本論文では微分方程式や差分方程式で記述
されたモデルの評価をおこなう連続型シミュレーション [29][30] と区別す
るため，離散型シミュレーションを計算機実験と呼ぶ．計算機上に仮想的
に作成した一般トラヒック型待ち行列システムの振る舞いを元に性能評価
をおこなうのが計算機実験である [31]．計算機実験は近似手法と異なり，
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どのような一般トラヒック型待ち行列システムであっても同一の方法で性
能評価をおこなうことが可能である．
しかし，計算機実験にも近似手法と同様に精度の問題がつきまとう．十

分な精度での性能評価結果を得るまでにかかる計算時間は，一般トラヒッ
ク型待ち行列システムを規定するパラメータに応じて変動する．したがっ
て，一定の計算時間内に性能評価を完了することが要求される場合に計算
機実験を用いるのは難しい．
計算機実験における問題を改善するために，本研究では機械学習に着目

した．機械学習には以下 2つの特徴がある．
(1)は既知の入出力関係から，未知の入力に対する出力の推測が可能な

点である [32][33]．この特徴により，出力を一般トラヒック型待ち行列シ
ステムの性能評価結果とすれば，「機械学習を用いた一般トラヒック型待
ち行列システムの性能評価」を実現できる．

(2)は学習が完了すれば，どのような入力に対しても常に一定の計算時
間内に性能評価が完了する点である．この特徴により，計算機実験におけ
る計算時間が変動する問題を改善することができる．
これらの機械学習の利点を生かすためには，機械学習をどのように用い

るかが重要である．例えば，客の到着や退去の時系列データを利用した学
習をおこなう場合，常に学習が必要となり，(2)の特徴を生かすことがで
きない．一方，待ち行列理論に基づくパラメータを利用した学習をおこな
う場合，学習は一度で済むため，(2)の特徴を生かすことができる．そこ
で本研究では，待ち行列理論に基づくパラメータが明確であるという条件
の下，一般トラヒック型待ち行列システムの性能評価をおこなう．
しかし，機械学習においても近似手法や計算機実験と同様，精度の問題

がある [34]．そのため，機械学習を用いる場合，出力の誤差がどの程度あ
るのか検証する必要がある．
本研究の目的は，(1)計算機実験における問題を改善するために，待ち

行列理論に基づくパラメータが明確であるという条件の下で，機械学習
を用いた一般トラヒック型待ち行列システムの性能評価をおこなうこと，
(2)機械学習を用いる場合，出力の誤差がどの程度あるのか検証する必要
があるため，(1)における性能評価結果の誤差検証をおこない，一定の精
度で一般トラヒック型待ち行列システムの性能評価ができるかどうかを検
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証することである．
以下，特に断りがない限り「待ち行列システム」と表記した時は「一般

トラヒック型待ち行列システム」のことを指すものとする．

1.2 関連研究

1.2.1 待ち行列システムの性能評価
待ち行列理論において，解析解が判明している待ち行列システムは 2種

類ある．(1)は到着間隔分布が指数分布，処理時間分布が一般分布，サー
バ数が 1，システム容量K が無限の無限長待ち行列システムM/G/1(以
下，「M/G/1システム」)で，(2)は到着間隔分布が一般分布，処理時間分
布が指数分布，サーバ数が s，システム容量K が無限の無限長待ち行列
システムGI/M/s(以下，「GI/M/sシステム」)である．(1)には無限長待
ち行列システムM/M/1が，(2)には無限長待ち行列システムM/M/sが
含まれる．なお，これら以外の待ち行列システムの解析解は判明していな
い．待ち行列システムのおおよその性能評価結果を得るために，1.1.4節
で述べた近似手法と計算機実験が主に検討されてきた [6]．

1.2.1.1 近似手法

近似手法の概要は 1.1.4節で述べた通りである．ここではその手法の詳
細について説明する．近似手法には大きく分けて 2つの手法がある．1つ
は流体近似手法，もう 1つは拡散近似手法である [25][35]．
まず流体近似手法について説明する．流体近似手法とは待ち行列システ

ムへ到着する客の流れを，水流のような変化が緩慢な連続的な流れと捉え
る手法である [25]．A(t)を時刻 0から tまでに到着した客数，D(t)を時
刻 0から tまでに退去した客数，Q(t)を時刻 tにおける待ち行列システム
内の客数とすると，

Q(t) = Q(0) + A(t) − D(t) (1.1)
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となる．流体近似手法は，tを十分大きく取り，Q(t)の過渡解析や定常解
析をおこなうものである．流体近似手法はラッシュアワーのような，シス
テムの処理能力を超えた到着が発生する場合の過渡解析において威力を発
揮する．しかし，定常解析においては常にシステムが空となり，意味を成
さないことが多い [28]．
次に拡散近似手法について説明する．拡散近似手法とは流体近似手法の

精度をより高めた手法である [25][28]．流体近似手法ではQ(t)の確率過程
を無視して解析をおこなっていた．拡散近似手法ではその確率過程を考
慮することにより，解析精度を高めている [25]．具体的には，確率過程を
連続状態のマルコフ過程，すなわち拡散過程とみなして解析する [26]．た
だし，待ち行列システムの利用率 (詳細は 4章にて説明)が軽負荷の場合，
近似の精度が悪くなることが知られている [26]．

1.2.1.2 計算機実験

計算機実験の概要は 1.1.4節で述べた通りである．ここでは計算機実験
における計算時間が変動する問題について説明する．
計算機実験は計算機上で仮想的に待ち行列システムを作成し，その中で

乱数を用いて仮想的に客を発生させ，その振る舞いを長期的に観測するも
のである．したがって計算機実験の実施回数を多くすればするほど，得ら
れる性能評価結果の精度は向上する．しかしながら，その実施回数に応じ
て性能評価にかかる計算時間は増大する [36]．十分な精度での性能評価結
果を得るまでにかかる計算時間は，待ち行列システムを規定するパラメー
タに応じて変動する．
近似手法と計算機実験は一般トラヒック型待ち行列システムの主な性能

評価手法として用いられてきたものである．しかし，近似手法，計算機実
験とは異なる性能評価手法が存在する．それは機械学習を用いた手法であ
る [37]．その詳細は 1.2.2節で述べる．
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1.2.2 機械学習とニューラルネットワーク
（NN）

機械学習とは，コンピュータの動作をプログラムによって決定する代わ
りに，問題に合わせて選んだ手法とデータを例示として与えることによ
り，利用者が望む動作を引き出そうとする試みである [34]．機械学習は大
きく 3種類に分類される．(1)は教師付き機械学習，(2)は教師なし機械
学習，(3)は強化学習である [38]．
まず (1)の教師付き機械学習について説明する．教師付き機械学習とは

入力データとそれに対応する出力データから，入力データと出力データの
関係を推測するものである [32][33]．教師付き機械学習は出力データが取
りうる値に応じて，応用先を 2種類に分類できる．出力データが連続値を
取る場合は回帰問題に，離散値を取る場合は分類問題に応用できる [33]．
回帰問題は既知の入力データと出力データの組を学習データとし，未知の
入力データが入力された際に，その出力データを推測するというもので
ある [33][39]．分類問題は既知の入力データとその入力データが属するク
ラスを記した出力データの組を学習データとし，未知の入力データが入
力された際に，その入力データが属するクラスを推測するというもので
ある [33][40]．なお分類問題と回帰問題の違いは出力形式の違いのみであ
るため，分類問題と回帰問題ともに同一の手法が使用されることが多い
[41]．教師付き機械学習を実現する手法として，回帰分析 [42]，サポート
ベクターマシン [43]，k近傍法 [44]，決定木 [45]，ニューラルネットワー
ク (以下，「NN」)[46][47][48] があげられる．
次に (2)の教師なし機械学習について説明する．教師なし機械学習とは，

複数の入力データを与えた際に，その入力データにどのような特徴がある
のか推測するというものである [33]．教師付き機械学習では，入力データ
とそれに対応する出力データを学習データとして与えていた．しかし教師
なし機械学習では，入力データは学習データとして与えるものの，それに
対応する出力データは与えない [49]．教師なし機械学習を使用すると，以
下の問題へ応用できる [33]．

• 密度推定
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入力データの確率分布を推定することを目的とするもの．

• クラスタリング
入力データを互いに似寄ったデータの集合 (これをクラスタと呼ぶ)
に分けることを目的とするもの [50]．

• 次元削減，表現，特徴抽出
入力データの次元数を xとしたとき，入力データを表現するのに最
低限必要な次元数となるように xを減らすことを目的とするもの．

• 新しいサンプルの生成
入力データが確率分布 p(x)にしたがっていると仮定したとき，p(x)
に近似的に分布するデータを生成することを目的とするもの．例え
ば，入力データとして「本物の有名人の画像」とそうではない画像
を与えた場合に，その「本物の有名人の画像」によく似た「偽物の
有名人の画像」を生成するというもの．

教師なし機械学習を実現する手法として，密度推定においてはカーネル密
度推定 [51]が，クラスタリングにおいては k平均法 [52]やウォード法 [53]
があげられる．次元削減，表現，特徴抽出においては主成分分析 [54]や非
負値行列因子分解 (NMF)[55][56]が，新しいサンプルの生成においては敵
対的生成ネットワーク (GAN)[57]があげられる．
最後に (3)の強化学習について説明する．強化学習とは試行錯誤を通じ

て環境に適応する学習制御の枠組である [58]．教師付き機械学習と教師な
し機械学習はすでにあるデータ，あるいはこれから入ってくることがわ
かっているデータに対する分析手法であった．これに対し強化学習は，ま
だデータがない場合にどのようにデータを集めるかという方針も含めて決
定する手法である [59]．教師付き機械学習と異なり，入力データに対応す
る出力データは学習データとして与えない．その出力データの代わりに，
学習主体 (以下，「エージェント」)の行動に応じて「報酬」と呼ばれる「良
さ」を表す指標がエージェントに与えられる [59]．強化学習においては，
その報酬が最大になるように学習をおこなっていく．
例えばロボットの制御を機械学習を用いておこなうことを考える．もし

教師付き機械学習を使用する場合，ロボットを構成するセンサやアクチュ
エータなどの部品 1つ 1つの入力データとそれに対応する出力データを
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それぞれ事前に用意しなければならない．一方強化学習を使用した場合，
そのようなデータを事前に用意しなくとも，どのようにデータを収集する
べきか，どのような状態が最適かということを報酬の大小を元にロボット
が自力で学習していく．このように，強化学習はロボットをはじめとする
エージェントの制御に応用することができる [59][60]．強化学習を実現す
る手法として，SARSA[61]やQ学習 [62][63][64]があげられる．
本研究では機械学習として，教師付き機械学習の 1つであるNNを利用

する (理由は 3章で述べる)．NNを利用した研究は多数存在するが，ここ
では本研究におけるNNの利用方法に近い，文献 [37]，[65]を取り上げる．
まず，1.2.1節で触れた文献 [37]を取り上げる．文献 [37]では，NNを

利用して無限長待ち行列システムGI/G/s の性能評価をおこなっている．
具体的には，M/G/1および GI/M/sシステムを規定するパラメータと，
その解析解を学習データとして使用し，性能評価をおこなっている．
本研究と文献 [37]との違いは 3つ存在する．(1)は，性能評価対象とす

る待ち行列システムの種類である．文献 [37]ではごく数種類の待ち行列
システムの性能評価をおこなっていた．本研究では，文献 [37]よりも多様
な待ち行列システムの性能評価をおこなう．

(2)は，学習データの計算に計算機実験を用いる点である．これにより，
解析解の存在しない待ち行列システムの性能評価結果を学習データとして
使用可能となる．

(3)は，即時型システムGI/G/s/sの性能評価をおこなう点である．文
献 [37]では無限長待ち行列システムGI/G/sのみ性能評価をおこなってい
た．本研究ではそれに加えて即時型システムGI/G/s/sの性能評価を機械
学習によりおこなう．
次に，文献 [65]を取り上げる．文献 [65]では Single-chip Cloud Com-

puterに搭載された 48コア CPUの性能を最大限引き出すための方法を
検討している．具体的には，CPUの性能に影響を与える室温を考慮した
上で，各 CPUコアへのタスク割り当て最適化を実施することによって，
CPUの性能を最大限引き出せるようにしている．
文献 [65]ではNNをCPUコア稼働効率の推測に利用している．具体的

には，CPUコア稼働効率に影響を与えるパラメータ (室温，CPUコア全体
の平均Clocks Per Instruction(CPI)，隣接するCPUコア 4つの平均CPI)
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と，MATLAB[66]による連続型シミュレーションにより得られたCPUコ
ア稼働効率を学習データとしてNNの学習をおこない，CPUコアの稼働
効率の推測をおこなっている．推測したCPUコアの稼働効率は，CPUコ
アへのタスク割り当て最適化をおこなう際に利用されている．
本研究と文献 [65]の違いは大きく分けて 2つ存在する．(1)はNNの利

用目的である．文献 [65]ではCPUコアの稼働効率を推測するためにNN
を利用していた．本研究では一般トラヒック型待ち行列システムの性能評
価をおこなうためにNNを利用する．

(2)は学習データを計算する方法である．文献 [65]では連続型シミュ
レーションによりNNの学習データを計算していた．本研究では計算機実
験によりNNの学習データを計算する．

1.3 本論文の構成
本論文は，図 1.5に示すように序論および結論を含む 6つの章で構成さ

れている．1章では，まず身の回りで見られる待ち行列について例をあげ
た．次に，待ち行列システムとはどのようなものであるかを述べ，待ち行
列システムを数学的に取り扱うために用いられる待ち行列理論について説
明した．次に，待ち行列理論における研究課題について述べ，本研究の位
置づけを説明した後，本研究の目的を述べた．

2章では，性能評価対象とする 2つの待ち行列システムについて述べる．
1つはサーバ数が sでシステム容量K が無限の無限長待ち行列システム
GI/G/s(以下，「GI/G/sシステム」)で，もう 1つはサーバ数が sでシステ
ム容量Kも sの即時型システムGI/G/s/s(以下，「GI/G/s/sシステム」)
である．

3章では，機械学習による待ち行列システムの性能評価手順について説
明する．この性能評価手順は，4章，5章における性能評価で共通に利用
できるものとなっている．また，性能評価手順では機械学習を使用するた
め，常に一定の計算時間で性能評価が完了する．

4章では，3章の性能評価手順に従ってGI/G/sシステムの性能評価を
おこない，平均システム内時間を求める．また，性能評価結果の誤差検証
をおこない，一定の精度で性能評価できるか検証する．誤差検証は機械学
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習による性能評価結果と計算機実験による性能評価結果との相対誤差を計
算することによりおこなう．

5章では，3章の性能評価手順に従ってGI/G/s/sシステムの性能評価
をおこない，損失率を求める．また，性能評価結果の誤差検証をおこな
い，一定の精度で性能評価できるか検証する．誤差検証は機械学習による
性能評価結果と計算機実験による性能評価結果との絶対誤差を計算するこ
とによりおこなう．
最後に 6章では，2章，3章および 4章，5章で述べた内容と本研究で得

られた主要な知見を要約し，今後の研究課題と本研究の応用先を述べる．
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第1章
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第2章
性能評価対象待ち⾏列システム

第3章
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第4章
GI/G/sシステムの性能評価
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結論
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待ち⾏列システムの性能評価⼿順

図 1.5: 本論文の構成
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第 2章 性能評価対象待ち行列
システム

本章では，性能評価対象とする待ち行列システムについて述べる．本研
究では，GI/G/sシステム，およびGI/G/s/sシステムを性能評価対象と
する．以下，2.1節では性能評価対象とする GI/G/sシステムについて，
2.2節では性能評価対象とするGI/G/s/sシステムについて述べる．

2.1 無限長待ち行列システムGI/G/s

（GI/G/sシステム）
本節では性能評価対象とするGI/G/sシステムについて述べる．性能評

価対象とするGI/G/sシステムを図 2.1に示す．またGI/G/sシステムを
規定するパラメータを表 2.1に示す．

GI/G/sシステムへの客の単位時間あたりの到着数，すなわち到着率は
λとする．到着間隔分布の平方変動係数はCa2とする．GI/G/sシステム
におけるサーバの単位時間あたりの処理数，すなわち処理率は µとする．
処理時間分布の平方変動係数はCs2とする．処理は到着順 (FCFS)でおこ
なわれるものとする．サーバ数は sとし，各サーバの性能は同一とする．
システム容量K は無限とする．
ここで平方変動係数とは，到着間隔分布および処理時間分布を特徴付け

る値のことで，確率分布の平均をE[X]，分散を V [X]とすると

Ca2, Cs2 = V [X]
(E[X])2 (2.1)

で計算される．平方変動係数の値によって以下の確率分布に従うことが知
られている [67][68]．

1. Ca2, Cs2 = 0のとき: 一定分布
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図 2.1: GI/G/sシステム
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表 2.1: GI/G/sシステムを規定するパラメータ
パラメータの名称 記号

到着率 λ

到着間隔分布の平方変動係数 Ca2

処理率 µ

処理時間分布の平方変動係数 Cs2

サーバ数 s

システム容量 K (ただし，K は∞とする)
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2. 0 < Ca2, Cs2 < 1かつCa2, Cs2 = k−1のとき: k次のアーラン分布

3. Ca2, Cs2 = 1のとき: 指数分布

4. Ca2, Cs2 > 1のとき: 2次の超指数分布

以下，到着間隔分布および処理時間分布は，平方変動係数の値により規定
されるものとする．

2.2 即時型システムGI/G/s/s

（GI/G/s/sシステム）
本節では性能評価対象とするGI/G/s/sシステムについて述べる．性能

評価対象とするGI/G/s/sシステムを図 2.2に示す．またGI/G/s/sシス
テムを規定するパラメータを表 2.2に示す．

GI/G/s/sシステムへの客の到着率は λとする．到着間隔分布の平方変
動係数は Ca2とする．サーバの処理率は µとする．処理時間分布の平方
変動係数は Cs2 とする．処理は到着順 (FCFS)でおこなわれるものとす
る．サーバ数は sとし，各サーバの性能は同一とする．システム容量K

はサーバ数と同じ sとする．

2.3 本章のまとめ
本章では，性能評価対象とする待ち行列システムについて説明した．2.1

節では，性能評価対象とする GI/G/sシステムおよび GI/G/sシステム
を規定するパラメータについて述べた．2.2節では，性能評価対象とする
GI/G/s/sシステムおよびGI/G/s/sシステムを規定するパラメータにつ
いて述べた．
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表 2.2: GI/G/s/sシステムを規定するパラメータ
パラメータの名称 記号

到着率 λ

到着間隔分布の平方変動係数 Ca2

処理率 µ

処理時間分布の平方変動係数 Cs2

サーバ数 s

システム容量 K (ただし，K は sとする)
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第 3章 待ち行列システムの性能評価
手順

本章では機械学習による待ち行列システムの性能評価手順について説
明する．本研究で利用する機械学習は 1.2.2節で述べたNNである．本研
究は解析解を関数近似して待ち行列システムの性能評価をおこなうものと
言い換えることができる．NNには関数近似の能力があることが知られて
いる [69][70]．そのため，本研究では機械学習として教師付き機械学習の
1つであるNNを利用する．NNの学習完了後は一定の計算時間で性能評
価が完了することから，計算機実験における計算時間が変動する問題を改
善できる．

NNを利用した性能評価手順は手順 1から手順 4で構成される．この性
能評価手順は，4章，5章で共通に利用できるものになっている．以下，
3.1節では学習データの構成・計算について，3.2節では構築するNNにつ
いて述べる．3.3節では NNの学習について，3.4節では NNによる待ち
行列システムの性能評価について述べる．

3.1 手順 1:学習データを構成・計算する
手順 1ではNNの学習に使用する学習データを構成・計算する．具体的

には，待ち行列システムを規定するパラメータを構成し，そのパラメータ
で規定される待ち行列システムの性能評価をおこなう．GI/G/sシステム
を規定するパラメータは λ, Ca2, µ, Cs2, sの 5個，GI/G/s/sシステムを
規定するパラメータは λ, Ca2, µ, Cs2, s, sの 6個とする．GI/G/sシステ
ムの性能評価結果は平均システム内時間W，GI/G/s/sシステムの性能評
価結果は損失率Bとする (詳細は 4.2節，5.2節で述べる)．性能評価は計
算機実験，もしくは解析解の計算によりおこなう．
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3.2 手順 2:NNを構築する
手順 2ではNNを構築する．構築するNNの構成図を図 3.1に示す．NN

は入力，中間，出力の 3層で構成されるものとする．各層のニューロン
数はm1, m2, 1とする．NNの入力は，待ち行列システムを規定するパラ
メータm1個に対応する．GI/G/sシステムの場合はm1 = 5，GI/G/s/s
システムの場合はm1 = 6となる．中間層のm2は試行錯誤により決定す
る．NNの出力は，待ち行列システムの性能評価結果である平均システム
内時間W または損失率Bに対応する．

3.3 手順 3:NNを学習させる
手順 3では，手順 1で構成・計算した学習データを用いて構築したNN

を学習させる．NNの学習はn回おこなう．nは試行錯誤により決定する．

3.4 手順4:NNにより待ち行列システムの性能
評価をおこなう

手順 4では学習させたNNに性能評価対象待ち行列システムを規定する
パラメータを入力する．パラメータの入力によってNNから出力される結
果を，性能評価対象待ち行列システムの性能評価結果とする．

3.5 本章のまとめ
本章では NNによる待ち行列システムの性能評価手順について説明し

た．3.1節で学習データがどのような構成となっているのか説明した．3.2
節で構築するNNの構成について説明した．3.3節でNNの学習について
説明した．3.4節でNNによる待ち行列システムの性能評価について説明
した．
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第 4章 GI/G/sシステムの性能評価

本章では，3章で述べた性能評価手順に従ってGI/G/sシステムの性能
評価をおこなう．また，性能評価結果の誤差検証をおこない，一定の精度
で性能評価できるか検証する．以下，4.1節ではGI/G/sシステムの性能
評価手順で使用するパラメータの具体的な値と値の組み合わせ (以下，「パ
ラメータ構成」)を，4.2節ではGI/G/sシステムの性能指標と性能評価結
果を示す．4.3節では機械学習により得られた性能評価結果の誤差検証を
おこなう．4.4節で本章をまとめる．

4.1 性能評価手順で使用するパラメータ構成
本節ではGI/G/sシステムの性能評価手順で使用するパラメータ構成を

説明する．

4.1.1 手順 1
手順 1で構成・計算する学習データは次のとおりである．入力層におけ

る学習データはGI/G/sシステムを規定するパラメータである λ, Ca2, µ,

Cs2, sに対応する．出力層における学習データは入力層の学習データで規
定されるGI/G/sシステムの平均システム内時間W に対応する．
入力層と出力層の学習データの構成・計算方法の組み合わせは全部で

3 × 2 = 6種類ある．最初に，入力層の学習データパラメータ構成 3種類
を説明する．パラメータ構成 3種類を以下に示す．

1. 入力層の学習データパラメータ構成 1(In1)
λ, µ, sの値は性能評価対象GI/G/sシステムの λ, µ, sの値と同一と
する．Ca2, Cs2の値はともに 0.5以下 (アーラン分布)とする．この
ようなパラメータ構成の学習データを「In1」とする．
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2. 入力層の学習データパラメータ構成 2(In2)
λ, µ, sの値は性能評価対象GI/G/sシステムの λ, µ, sの値と同一と
する．Ca2, Cs2の値はともに 0.5以上 1.5以下 (アーラン分布，指数
分布，2次の超指数分布のいずれか)とする．このようなパラメータ
構成の学習データを「In2」とする．

3. 入力層の学習データパラメータ構成 3(In3)
λ, µ, sの値は性能評価対象GI/G/sシステムの λ, µ, sの値と同一と
する．Ca2, Cs2の値はともに 1.5以上 (2次の超指数分布)とする．
このようなパラメータ構成の学習データを「In3」とする．

次に，出力層の学習データ計算方法 2種類を説明する．計算方法 2種類
を以下に示す．

1. 出力層の学習データ計算方法 1(Out1)
この計算方法は文献 [37]で用いられていない，本研究で新たに用いる
ものである．具体的には，入力層の学習データで規定されるGI/G/s
システムの性能評価を計算機実験によりおこなう．計算機実験は，
λ, Ca2, µ, Cs2, sの組み合わせ 1通りにつき 100万回おこない，その
平均値を学習データとして使用する．計算機実験には CSIM20[71]
を用いる．このようにして計算した学習データを「Out1」とする．

2. 出力層の学習データ計算方法 2(Out2)
この計算方法は文献 [37]で用いられていたものである．具体的には，
入力層の学習データで規定されるM/G/1およびGI/M/sシステム
の解析解を求める．なおM/G/1システムの解析解計算時はCa2は
1.0，sは 1に，GI/M/sシステムのCs2は 1.0となる．また，性能評
価対象のGI/G/sシステムの sが 1より大きいとき，M/G/1システ
ムの λは「性能評価対象GI/G/sシステムの λ/s」となるよう調整
する．その理由はM/G/1システムの ρの値を性能評価対象GI/G/s
システムと同じにするためである．ここで ρとは利用率やトラヒッ
ク強度と呼ばれる，待ち行列システムの処理能力に対して客の到着
がどれだけあるのかを表す指標で [2][72]

ρ = λ

sµ
(4.1)
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で計算される．本研究では ρを「利用率」と呼ぶ．例えば，性能評
価対象GI/G/sシステムの λが 1.0，sが 10，µが 1.0のとき，ρは
1.0/(10 × 1.0) = 0.1となる．一方M/G/1システムの解析解計算に
おいては，λは 0.1，sは 1，µは 1.0となり，ρは性能評価対象GI/G/s
システムと同じ 0.1/(1 × 1.0) = 0.1となる．もしM/G/1システム
の λを調整しない場合，ρは 1.0/(1 × 1.0) = 1.0となる．ρ ≥ 1.0の
場合M/G/1システムは不安定な状態 (到着率がシステムの待ち行列
システムの処理能力以上である状態)となり，解析解を求めること
ができなくなる [73]．したがって，入力層の学習データは性能評価
対象GI/G/sシステムのパラメータ構成に関わらずCa2, Cs2のうち
一方は 1.0に，sは 1になり，λは性能評価対象GI/G/sシステムと
は異なる場合があることに注意する．このようにして計算した学習
データを「Out2」とする．

学習データの構成・計算方法 6種類の名称は次の通りである．In1を用
いてOut1を計算した場合は「IO1-1」，In2を用いてOut1を計算した場合
は「IO2-1」，In3を用いてOut1を計算した場合は「IO3-1」とする．In1
を用いてOut2を計算した場合は「IO1-2」，In2を用いてOut2を計算した
場合は「IO2-2」，In3を用いてOut2を計算した場合は「IO3-2」とする．
入力層の学習データとして構成するCa2, Cs2は，IO1-1では {0.1, 0.25,

0.5}，IO2-1 では {0.5, 1.0, 1.5}，IO3-1 では {1.5, 1.75, 2.0} とする．同
様に，IO1-2では {0.1, 0.25, 0.5}，IO2-2では {0.5, 1.0, 1.5}，IO3-2では
{1.5, 1.75, 2.0}とする．これを具体的に記述すると，IO1-1は

(Ca2, Cs2) =(0.1, 0.1), (0.1, 0.25), (0.1, 0.5),

(0.25, 0.1), (0.25, 0.25), (0.25, 0.5),

(0.5, 0.1), (0.5, 0.25), (0.5, 0.5)

となり，IO2-2は

(Ca2, Cs2) =(0.5, 0.5), (0.5, 1.0), (0.5, 1.5),

(1.0, 0.5), (1.0, 1.0), (1.0, 1.5),

(1.5, 0.5), (1.5, 1.0), (1.5, 1.5)
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となり，IO3-2は

(Ca2, Cs2) =(1.5, 1.5), (1.5, 1.75), (1.5, 2.0),

(1.75, 1.5), (1.75, 1.75), (1.75, 2.0),

(2.0, 1.5), (2.0, 1.75), (2.0, 2.0)

となる．同様に，IO1-2は

(Ca2, Cs2) =(1.0, 0.1), (1.0, 0.25), (1.0, 0.5), (M/G/1システム)

(0.1, 1.0), (0.25, 1.0), (0.5, 1.0) (GI/M/sシステム)

となり，IO1-2は

(Ca2, Cs2) =(1.0, 0.5), (1.0, 1.5), (M/G/1システム)

(0.5, 1.0), (1.0, 1.0), (1.5, 1.0) (GI/M/sシステム)

となり，IO1-3は

(Ca2, Cs2) =(1.0, 1.5), (1.0, 1.75), (1.0, 2.0), (M/G/1システム)

(1.5, 1.0), (1.75, 1.0), (2.0, 1.0) (GI/M/sシステム)

となる．学習データの構成・計算方法の名称一覧を表 4.1に，学習データ
のパラメータ構成一覧を表 4.2に示す．

4.1.2 手順 2
手順 2で構築するNNは次のとおりである．入力層におけるニューロン

数は λ, Ca2, µ, Cs2, sに対応する 5個，すなわちm1 = 5とする．中間層
におけるニューロン数は入力層と同じ 5個，すなわちm2 = 5とする．出
力層におけるニューロン数はGI/G/sシステムの平均システム内時間W

に対応する 1個とする．構築するNNの構成図を図 4.1に示す．
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表 4.1: 学習データの構成・計算方法の名称
入力層の学習データ 出力層の学習データ 名称

In1 Out1 IO1-1
In1 Out2 IO1-2
In2 Out1 IO2-1
In2 Out2 IO2-2
In3 Out1 IO3-1
In3 Out2 IO3-2

表 4.2: 学習データのパラメータ構成
名称 λ Ca2, Cs2 µ s

IO1-1
性能評価対象と同一

Ca2, Cs2 ∈ {0.1, 0.25, 0.5}

性能評価対象と同一

性能評価対象と同一IO2-1 Ca2, Cs2 ∈ {0.5, 1.0, 1.5}
IO3-1 Ca2, Cs2 ∈ {1.5, 1.75, 2.0}

IO1-2

性能評価対象と同一または λ/s

Ca2 = 1.0, Cs2 ∈ {0.1, 0.25, 0.5} 1
Ca2 ∈ {0.1, 0.25, 0.5}, Cs2 = 1.0 性能評価対象と同一

IO2-2
Ca2 = 1.0, Cs2 ∈ {0.5, 1.0, 1.5} 1
Ca2 ∈ {0.5, 1.0, 1.5}, Cs2 = 1.0 性能評価対象と同一

IO3-2
Ca2 = 1.0, Cs2 ∈ {1.5, 1.75, 2.0} 1
Ca2 ∈ {1.5, 1.75, 2.0}, Cs2 = 1.0 性能評価対象と同一
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図 4.1: GI/G/sシステムの性能評価に用いるNNの構成図

38



4.1.3 手順 3
手順 3では手順 1で構成・計算した学習データを用いてNNを学習させ

る．ここで一度の学習で使用する学習データは，6種類のうち 1種類のみ
であり，同時に複数は使用しない．NNの学習は誤差逆伝播法を用いてお
こなう [47][74]．NNの学習における活性化関数にはシグモイド関数を使
用する．NNの学習回数は 6000回，すなわち n = 6000とする．学習に
おける最適化アルゴリズムにはMomentum SGDを使用し，学習係数は
0.01，慣性項は 0.9(それぞれ chainer[75]におけるデフォルト値)とする．
NNの構築，学習には chainerを使用する．

4.1.4 手順 4
手順 4では表 4.3に示すパラメータ構成 1⃝∼ 6⃝ で規定されるGI/G/sシ

ステムの性能評価をおこなう．性能評価対象GI/G/sシステムのCa2, Cs2

は 0.1 ∼ 10.0とする．λ, µ, sの組み合わせは利用率 ρが低利用率，中利用
率，高利用率の 3種類となるように設定する．具体的には，ρ = 0.1とな
る低利用率 (パラメータ構成 1⃝と 2⃝)，ρ = 0.5となる中利用率 (パラメー
タ構成 3⃝と 4⃝)，ρ = 0.9となる高利用率 (パラメータ構成 5⃝と 6⃝) とする．
パラメータ構成 1⃝， 3⃝， 5⃝の µは 10，sは 1，パラメータ構成 2⃝， 4⃝， 6⃝
の µは 1，sは 10とする．システム容量は無限とする．
性能評価対象 GI/G/sシステムの λ, Ca2, µ, Cs2, sの組み合わせ数は，

パラメータ構成 1種類につき 81通りとする (例えばパラメータ構成が 1⃝
の場合，λ = 5.0の 1個，Ca2 = 0.1 ∼ 10.0の 9個，µ = 1.0の 1個，
Cs2 = 0.1 ∼ 10.0の 9個，s = 10の 1個で，1 × 9 × 1 × 9 × 1 = 81と
なる)．

4.2 性能評価
本節では，まずGI/G/sシステムの性能指標を示す．次に，GI/G/sシ

ステムの性能評価をおこない，性能指標を求める．
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表 4.3: 性能評価対象GI/G/sシステムのパラメータ構成
λ Ca2, Cs2 µ s

1⃝
1.0

0.1, 0.25, 0.5, 0.75, 1.0, 2.5, 5.0, 7.5, 10.0

10.0 1
2⃝ 1.0 10
3⃝

5.0
10.0 1

4⃝ 1.0 10
5⃝

9.0
10.0 1

6⃝ 1.0 10
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4.2.1 性能指標
GI/G/sシステムの性能指標は平均システム内時間W (以下，「W」) と

する．なお本論文では，計算機実験で求めたW をWE と表記する．また
学習データに IO1-1を使用した NNにより求めたW をWN1,1，IO2-1を
使用した NNにより求めたW をWN2,1，IO3-1を使用した NNにより求
めたW をWN3,1，IO1-2を使用したNNにより求めたW をWN1,2，IO2-2
を使用した NNにより求めたW をWN2,2，IO3-2を使用した NNにより
求めたW をWN3,2 と表記する．なおWN1,1 ∼ WN3,2 をまとめて表記する
ときはWN と表記する．

4.2.2 性能評価結果
本節では表 4.3に示したパラメータ構成 1⃝∼ 6⃝ で規定されるGI/G/sシ

ステムのW の評価結果を示す．

4.2.2.1 パラメータ構成 1⃝のケース

パラメータ構成 1⃝で規定されるGI/G/sシステムのW を図 4.2，4.3に
示す．図 4.2は出力層の学習データにOut1を使用した場合の，図 4.3は出
力層の学習データに Out2を使用した場合の性能評価結果を示している．
図中の Ca2は到着間隔分布の平方変動係数，Cs2は処理時間分布の平方
変動係数，W は平均システム内時間を表している．

WN1,1はCs2が増加するとWEと一致しなくなる傾向が見られた．WN2,1

は Ca2, Cs2が増加するとWE と一致しなくなる傾向が見られた．WN3,1

はCs2が増加するとWEと一致しなくなる傾向が見られた．WN1,2はCs2

が増加するとWEと一致しなくなる傾向が見られた．WN2,2 , WN3,2はCa2

が増加するとWE と一致しなくなる傾向が見られた．

4.2.2.2 パラメータ構成 2⃝のケース

パラメータ構成 2⃝で規定されるGI/G/sシステムのW を図 4.4，4.5に
示す．図 4.4は出力層の学習データにOut1を使用した場合の，図 4.5は出
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図 4.2: Out1を学習データとして求めたW（パラメータ構成 1⃝）
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図 4.3: Out2を学習データとして求めたW（パラメータ構成 1⃝）
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図 4.4: Out1を学習データとして求めたW（パラメータ構成 2⃝）
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図 4.5: Out2を学習データとして求めたW（パラメータ構成 2⃝）
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力層の学習データに Out2を使用した場合の性能評価結果を示している．
図中の Ca2は到着間隔分布の平方変動係数，Cs2は処理時間分布の平方
変動係数，W は平均システム内時間を表している．

WN1,1 は Ca2, Cs2が増加するにつれてWE と一致しなくなる傾向が見
られた．WN2,1 , WN3,1 は Ca2が増加するにつれてWE と一致しなくなる
傾向が見られた．WN1,2 は Cs2が増加するにつれてWE と一致しなくな
る傾向が見られた．WN2,2 は Ca2が増加するにつれてWE と一致しなく
なる傾向が見られた．WN3,2 は Ca2, Cs2の大小によらずWE とおおむね
一致した．

4.2.2.3 パラメータ構成 3⃝のケース

パラメータ構成が 3⃝であるGI/G/sシステムのW を図 4.6，4.7に示す．
図 4.6は出力層の学習データにOut1を使用した場合の，図 4.7は出力層
の学習データにOut2を使用した場合の性能評価結果を示している．図中
の Ca2は到着間隔分布の平方変動係数，Cs2は処理時間分布の平方変動
係数，W は平均システム内時間を表している．

WN1,1 は Ca2, Cs2が増加するにつれてWE と一致しなくなる傾向が見
られた．WN2,1 は Ca2が増加するにつれてWE と一致しなくなる傾向が
見られた．WN3,1 はWEとグラフの形は似ているものの，WN2,1 と比較す
るとあまり一致しなかった．WN1,2 , WN2,2 は Ca2, Cs2が増加するにつれ
てWEと一致しなくなる傾向が見られた．WN3,2Ca2, Cs2の大小によらず
WE とあまり一致しなかった．

4.2.2.4 パラメータ構成 4⃝のケース

パラメータ構成が 4⃝であるGI/G/sシステムのW を図 4.8，4.9に示す．
図 4.8は出力層の学習データにOut1を使用した場合の，図 4.9は出力層
の学習データにOut2を使用した場合の性能評価結果を示している．図中
の Ca2は到着間隔分布の平方変動係数，Cs2は処理時間分布の平方変動
係数，W は平均システム内時間を表している．

WN1,1 , WN2,1 は Cs2が増加するにつれてWE と一致しなくなる傾向が
見られた．WN3,1 は Ca2, Cs2の大小によらずWE とおおむね一致した．
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図 4.6: Out1を学習データとして求めたW（パラメータ構成 3⃝）
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図 4.7: Out2を学習データとして求めたW（パラメータ構成 3⃝）
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図 4.8: Out1を学習データとして求めたW（パラメータ構成 4⃝）
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図 4.9: Out2を学習データとして求めたW（パラメータ構成 4⃝）
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WN1,2 は Ca2, Cs2が増加するにつれてWE と一致しなくなる傾向が見ら
れた．WN2,2 , WN3,2 は Cs2が増加するにつれてWE と一致しなくなる傾
向が見られた．

4.2.2.5 パラメータ構成 5⃝のケース

パラメータ構成が 5⃝であるGI/G/sシステムのW を図 4.10，4.11に示
す．図 4.10は出力層の学習データにOut1を使用した場合の，図 4.11は出
力層の学習データに Out2を使用した場合の性能評価結果を示している．
図中の Ca2は到着間隔分布の平方変動係数，Cs2は処理時間分布の平方
変動係数，W は平均システム内時間を表している．

WN1,1 , WN2,1 はCa2, Cs2が増加するにつれてWE と一致しなくなる傾
向が見られた．WN3,1 は Ca2, Cs2の大小によらずWE とあまり一致しな
かった．WN1,2 , WN2,2 はCa2, Cs2が増加するにつれてWE と一致しなく
なる傾向が見られた．WN3,2 は Ca2, Cs2の大小によらずWE とあまり一
致しなかった．

4.2.2.6 パラメータ構成 6⃝のケース

パラメータ構成が 6⃝であるGI/G/sシステムのW を図 4.12，4.13に示
す．図 4.12は出力層の学習データにOut1を使用した場合の，図 4.13は出
力層の学習データに Out2を使用した場合の性能評価結果を示している．
図中の Ca2は到着間隔分布の平方変動係数，Cs2は処理時間分布の平方
変動係数，W は平均システム内時間を表している．

WN1,1 , WN2,1 はCa2, Cs2が増加するにつれてWE と一致しなくなる傾
向が見られた．WN3,1 は Ca2, Cs2の大小によらずWE とあまり一致しな
かった．WN1,2 , WN2,2 , WN3,2 はCa2, Cs2が増加するにつれてWE と一致
しなくなる傾向が見られた．

4.3 性能評価結果の誤差検証
本節ではまず，WN の誤差指標とその検証方法を示す．次に，誤差指標

を求め，一定の精度で性能評価できたか検証する．
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図 4.10: Out1を学習データとして求めたW（パラメータ構成 5⃝）
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図 4.11: Out2を学習データとして求めたW（パラメータ構成 5⃝）
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図 4.12: Out1を学習データとして求めたW（パラメータ構成 6⃝）
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図 4.13: Out2を学習データとして求めたW（パラメータ構成 6⃝）
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4.3.1 誤差指標とその検証方法
W の値は待ち行列システムを規定するパラメータに応じて 0 ≤ W < ∞

の範囲で変動する．すなわち，値の大きさが大きく変動する可能性がある
ため，WN の誤差は相対誤差を誤差指標として検証する．誤差検証の手順
は次のとおりである．

1. 表 4.3に示したGI/G/sシステムのパラメータ構成を学習完了後の
NNに入力してWN を求める

2. 1で入力したパラメータ構成で規定される GI/G/sシステムの性能
評価を計算機実験によりおこない，WE を求める

3. 1で求めたWN と 2で求めたWE との相対誤差を求める

1では，表 4.3に示したGI/G/sシステムのパラメータ構成を学習完了
後のNNに入力してWN を求める．2では，1で入力したパラメータ構成
で規定されるGI/G/sシステムの性能評価を計算機実験によりおこない，
WEを求める．WEは複数回の計算機実験の平均値とする．計算機実験は
λ, Ca2, µ, Cs2, sの組み合わせ 1通りにつき 100万回おこなう (ゆえに計算
機実験は，パラメータ構成 1種類につき，合計 81 × 100万回おこなう)．3
では，WN とWEとの相対誤差を求め，一定の精度 (相対誤差 10%以下)で
性能評価できたか検証する．なお相対誤差は |WN − WE |/WE で求める．

4.3.2 誤差検証結果
本節ではWN の誤差検証をおこなった結果を示す．相対誤差を求める

WN は図 4.2∼4.9 の中からWE との誤差が小さいと思われるものを選択
する．なお図 4.10∼4.13におけるWN は明らかにWE との誤差が大きい
ため，相対誤差は求めない．

4.3.2.1 パラメータ構成 1⃝のケース

パラメータ構成 1⃝で規定されるGI/G/sシステムのWN1,1 , WN3,1 , WN1,2

とWE との相対誤差を図 4.14に示す．図中のCa2は到着間隔分布の平方
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変動係数，Cs2は処理時間分布の平方変動係数，errorはWN とWEとの
相対誤差を示す．図中のグラフは error ≤ 0.10(相対誤差 10%以下)の範
囲のみを表示しており，error > 0.10の範囲は表示していない．
図よりいずれのグラフも Ca2, Cs2 ≤ 1.0 の範囲であれば，おおむね

error ≤ 0.10でとなっている．一方，それ以外の範囲ではおおむね error >

0.10となっている．

4.3.2.2 パラメータ構成 2⃝のケース

パラメータ構成 2⃝で規定されるGI/G/sシステムのWN3,1 , WN3,2とWE

との相対誤差を図 4.15に示す．図中のCa2は到着間隔分布の平方変動係
数，Cs2は処理時間分布の平方変動係数，errorはWN とWEとの相対誤
差を示す．図中のグラフは error ≤ 0.10(相対誤差 10%以下)の範囲のみ
を表示しており，error > 0.10の範囲は表示していない．
図より，WN3,2 の方が全体的に誤差が小さく，Ca2, Cs2 の大小によら

ず error ≤ 0.10となっている．一方，WN3,1 もCa2, Cs2の大小によらず，
おおむね error ≤ 0.10となっている．

4.3.2.3 パラメータ構成 3⃝のケース

パラメータ構成 3⃝で規定されるGI/G/sシステムのWN2,1 , WN3,1とWE

との相対誤差を図 4.16に示す．図中のCa2は到着間隔分布の平方変動係
数，Cs2は処理時間分布の平方変動係数，errorはWN とWEとの相対誤
差を示す．図中のグラフは error ≤ 0.10(相対誤差 10%以下)の範囲のみ
を表示しており，error > 0.10の範囲は表示していない．
図よりWN2,1はCa2, Cs2 ≤ 1.0の範囲であれば，おおむね error ≤ 0.10

で性能評価できている．一方，それ以外の範囲では error > 0.10となって
いる．WN3,1 にはWN2,1 のような傾向は見られず，全体的に error > 0.10
となっている．

4.3.2.4 パラメータ構成 4⃝のケース

パラメータ構成が 4⃝である GI/G/sシステムのWN1,1 , WN3,1 とWE と
の相対誤差を図 4.17に示す．図中のCa2は到着間隔分布の平方変動係数，
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図 4.14: WN1,1 , WN3,1 , WN1,2 とWE との相対誤差（パラメータ構成 1⃝）
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図 4.15: WN3,1 , WN3,2 とWE との相対誤差（パラメータ構成 2⃝）
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図 4.16: WN2,1 , WN3,1 とWE との相対誤差（パラメータ構成 3⃝）
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図 4.17: WN1,1 , WN3,1 とWE との相対誤差（パラメータ構成 4⃝）
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Cs2は処理時間分布の平方変動係数，errorはWN とWEとの相対誤差を
示す．図中のグラフは error ≤ 0.10(相対誤差 10%以下)の範囲のみを表
示しており，error > 0.10の範囲は表示していない．
図より，WN1,1 よりもWN3,1 の方が全体的に誤差が小さい．またWN3,1

の場合，Ca2, Cs2の大小によらず error ≤ 0.10となっている．

4.4 本章のまとめ
本節では 4.2.2，4.3.2節における評価結果の考察をおこなう．また本節

の最後に本章をまとめる．
結果から，パラメータ構成 1⃝， 2⃝， 3⃝， 4⃝，すなわち ρ = 0.1, 0.5の

GI/G/sシステムの場合，基本的にはCa2, Cs2 ≤ 1.0の範囲であれば，誤
差 0.10以下で性能評価できた．場合によっては，Ca2, Cs2の大小によらず
誤差 0.10以下で性能評価できることもあった．一方，パラメータ構成 5⃝，
6⃝，すなわち ρ = 0.9 のGI/G/sシステムについては，Ca2, Cs2の大小に
よらず，ほとんど誤差 0.10以下で性能評価をすることはできなかった．
このような結果になった理由として，学習データとして使用したCa2, Cs2

の値が小さかったことが考えられる．今回学習データとして使用した
Ca2, Cs2は最大で2.0であった．したがって，2.0より大きい値のCa2, Cs2

を学習データとして使用すれば，Ca2, Cs2 > 1.0の範囲も誤差 0.10以下
で性能評価できる可能性があると考えられる．
出力層の学習データは，Out2よりもOut1を使用した方が，誤差 0.10

以下で性能評価できるGI/G/sシステムの種類は多いといえる．Out1が
Out2よりも優れている点は，入力層の学習データに制限がかからない点で
ある．例えばOut2の解析解計算において，M/G/1システムではCa2が
1.0に，GI/M/sシステムではCs2が 1.0に制限され，それ以外のCa2, Cs2

を学習データとして使用することはできない．一方でOut1はOut2とは
異なり，使用できる学習データに制限はない．したがって，この制限の有
無が性能評価結果の精度に影響を与えたと考えられる．
最後に本章をまとめる．本章では，3章の性能評価手順に従ってGI/G/s
システムの性能評価をおこなった．また，性能評価結果の誤差検証をお
こなった．誤差検証結果から，GI/G/sシステムのパラメータ構成にもよ
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るが，一定の精度で GI/G/sシステムの性能評価をおこなえることがわ
かった．
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第 5章 GI/G/s/sシステムの性能評価

本章では，3章で述べた性能評価手順に従ってGI/G/s/sシステムの性
能評価をおこなう．また，性能評価結果の誤差検証をおこない，一定の精
度で性能評価できるか検証する．

5.1節ではGI/G/s/sシステムの性能評価手順で使用するパラメータ構
成を，5.2節では GI/G/s/sシステムの性能指標と性能評価結果を示す．
5.3節では機械学習により得られた性能評価結果の誤差検証をおこなう．
5.4節で本章をまとめる．

5.1 性能評価手順で使用するパラメータ構成
本節ではGI/G/s/sシステムの性能評価手順で使用するパラメータ構成

を説明する．

5.1.1 手順 1
手順 1 で構成・計算する学習データは次のとおりである．入力層に

おける学習データは GI/G/s/s システムを規定するパラメータである
λ, Ca2, µ, Cs2, s, sに対応する．出力層における学習データは入力層の学
習データで規定されるGI/G/s/sシステムの損失率Bに対応する．
入力層と出力層の学習データ構成・計算方法の組み合わせは全部で3×1 =

3種類ある．最初に，入力層の学習データパラメータ構成 3種類を説明す
る．パラメータ構成 3種類を以下に示す．

• 入力層の学習データパラメータ構成 1(In1)
λ, µ, sの値は性能評価対象GI/G/s/sシステムと同様とする．Ca2,

Cs2の値はともに 0.5以下 (アーラン分布)とする．このようなパラ
メータ構成の学習データを「In1」とする．
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• 入力層の学習データパラメータ構成 2(In2)
λ, µ, sの値は性能評価対象GI/G/s/sシステムと同様とする．Ca2,

Cs2の値はともに 0.5以上 1.5以下 (アーラン分布，指数分布，2次
の超指数分布のいずれか)とする．このようなパラメータ構成の学
習データを「In2」とする．

• 入力層の学習データパラメータ構成 3(In3)
λ, µ, sの値は性能評価対象GI/G/s/sシステムと同様とする．Ca2,

Cs2の値はともに 1.5以上 (2次の超指数分布)とする．このような
パラメータ構成の学習データを「In3」とする．

次に，出力層の学習データ計算方法を説明する．出力層の学習デー
タ計算方法は次のとおりである．入力層の学習データを用いて計算機
実験により GI/G/s/s システムの性能評価をおこなう．計算機実験は，
λ, Ca2, µ, Cs2, s, sの組み合わせ 1通りにつき 100万回おこなう．その平
均値を学習データとして使用する．計算機実験にはCSIM20[71]を用いる．
入力層の学習データとして構成する Ca2, Cs2は，In1では {0.1, 0.25,

0.5}，In2では {0.5, 1.0, 1.5}，In3では {1.5, 1.75, 2.0}とする．これを具
体的に記述すると，In1は

(Ca2, Cs2) =(0.1, 0.1), (0.1, 0.25), (0.1, 0.5),

(0.25, 0.1), (0.25, 0.25), (0.25, 0.5),

(0.5, 0.1), (0.5, 0.25), (0.5, 0.5)

となり，In2は

(Ca2, Cs2) =(0.5, 0.5), (0.5, 1.0), (0.5, 1.5),

(1.0, 0.5), (1.0, 1.0), (1.0, 1.5),

(1.5, 0.5), (1.5, 1.0), (1.5, 1.5)

となり，In3は

(Ca2, Cs2) =(1.5, 1.5), (1.5, 1.75), (1.5, 2.0),

(1.75, 1.5), (1.75, 1.75), (1.75, 2.0),
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(2.0, 1.5), (2.0, 1.75), (2.0, 2.0)

となる．学習データのパラメータ構成一覧を表 5.1に示す．

5.1.2 手順 2
手順 2で構築するNNは次のとおりである．入力層におけるニューロン

数は λ, Ca2, µ, Cs2, s, sに対応する 6個，すなわちm1 = 6とする．中間
層におけるニューロン数は入力層と同じ 6個，すなわちm2 = 6とする．
出力層におけるニューロン数は GI/G/s/sシステムの損失率 B に対応す
る 1個とする．構築するNNの構成図を図 5.1に示す．

5.1.3 手順 3
手順 3では手順 1で構成・計算した学習データを用いてNNを学習させ

る．ここで一度の学習で使用する学習データは，3種類のうち 1種類のみ
であり，同時に複数は使用しない．NNの学習は誤差逆伝播法を用いてお
こなう [47][74]．NNの学習における活性化関数にはシグモイド関数を使
用する．NNの学習回数は 200回または 1000回，すなわち n = 200また
は n = 1000とする．学習における最適化アルゴリズムにはMomentum
SGDを使用し，学習係数は 0.01，慣性項は 0.9(それぞれ chainer[75]にお
けるデフォルト値)とする．NNの構築，学習には chainerを使用する．

5.1.4 手順 4
手順 4では表 5.2に示すパラメータ構成 1⃝∼ 6⃝ で規定されるGI/G/s/s

システムの性能評価をおこなう．性能評価対象 GI/G/s/s システムの
Ca2, Cs2 は 0.1 ∼ 10.0 とする．λ, µ, s の組み合わせは利用率 ρ が中利
用率，高利用率の 2種類となるように設定する．具体的には，ρ = 0.5と
なる中利用率 (パラメータ構成 1⃝∼ 3⃝)，ρ = 0.8となる高利用率 (パラメー
タ構成 4⃝∼ 6⃝) とする．システム容量はサーバ数と同じとする．
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表 5.1: 学習データのパラメータ構成
名称 λ Ca2, Cs2 µ s

In1
性能評価対象と同一

Ca2, Cs2 ∈ {0.1, 0.25, 0.5}
性能評価対象と同一In2 Ca2, Cs2 ∈ {0.5, 1.0, 1.5}

In3 Ca2, Cs2 ∈ {1.5, 1.75, 2.0}
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図 5.1: GI/G/s/sシステムの性能評価に用いるNNの構成図
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表 5.2: 性能評価対象GI/G/s/sシステムのパラメータ構成
λ Ca2, Cs2 µ s

1⃝
5.0

0.1, 0.25, 0.5, 0.75, 1.0, 2.5, 5.0, 7.5, 10.0

10/1 1
2⃝ 10/2 2
3⃝ 10/3 3
4⃝

8.0
10/1 1

5⃝ 10/2 2
6⃝ 10/3 3
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性能評価対象GI/G/s/sシステムの λ, Ca2, µ, Cs2, sの組み合わせ数は，
パラメータ構成 1種類につき 81通りとする (例えばパラメータ構成 1⃝の
場合，λ = 5.0の 1個，Ca2 = 0.1 ∼ 10.0の 9個，µ = 10.0/1の 1個，
Cs2 = 0.1 ∼ 10.0の 9個，s = 1の 1個で，1 × 9 × 1 × 9 × 1 = 81となる)．

5.2 性能評価
本節ではまず，GI/G/s/sシステムの性能指標を示す．次に，GI/G/s/s

システムの性能評価をおこない，性能指標を求める．

5.2.1 性能指標
GI/G/s/sシステムの性能指標は損失率 B(以下，「B」) とする．なお

本論文では，計算機実験で求めた Bを BE と表記する．また学習データ
に In1を使用した NNにより求めた B を BN1，In2を使用した NNによ
り求めたBをBN2，In3を使用したNNにより求めたBをBN3 と表記す
る．なおBN1 ∼ BN3 をまとめて表記するときはBN と表記する．

5.2.2 性能評価結果
本節ではパラメータ構成 1⃝∼ 6⃝で規定されるGI/G/s/sシステムのBの

評価結果を示す．

5.2.2.1 パラメータ構成 1⃝のケース

パラメータ構成 1⃝で規定される GI/G/s/sシステムの B を図 5.2，5.3
に示す．図 5.2は学習回数が 200回の場合を，図 5.3は学習回数が 1000回
の場合の性能評価結果を示している．
各図中のCa2は到着間隔分布の平方変動係数，Cs2は処理時間分布の平

方変動係数，Bは損失率を表している．図 5.2において，BN1 はCa2, Cs2

の大小によらずBE とおおむね一致した．BN2 , BN3 はCs2が増加するに
つれてBE と一致しなくなる傾向が見られた．
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図 5.2: パラメータ構成 1⃝の場合におけるB（学習回数 200回）
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図 5.3: パラメータ構成 1⃝の場合におけるB（学習回数 1000回）
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図 5.3においても図 5.2と同様の傾向が見られた．しかし図 5.2のほう
がBN1 とBE がより一致した．

5.2.2.2 パラメータ構成 2⃝のケース

パラメータ構成 2⃝で規定される GI/G/s/sシステムの B を図 5.4，5.5
に示す．図 5.4は学習回数が 200回の場合を，図 5.5は学習回数が 1000回
の場合の性能評価結果を示している．
図 5.4において，BN1 はCs2が増加するにつれてBEと一致しなくなっ

た．一方，BN2 , BN3はCa2, Cs2の大小によらずBEとおおむね一致した．
図 5.5においても図 5.4と同様の傾向が見られた．

5.2.2.3 パラメータ構成 3⃝のケース

パラメータ構成 3⃝で規定される GI/G/s/sシステムの B を図 5.6，5.7
に示す．図 5.6は学習回数が 200回の場合を，図 5.7は学習回数が 1000回
の場合の性能評価結果を示している．
図 5.6において，BN1はCa2, Cs2の大小によらずBEとおおむね一致し

た．BN2 はBEとグラフの形は似ているものの，BN1 と比較すると一致し
ていない．BN3はCa2, Cs2の大小によらずBEとあまり一致しなかった．
図 5.7においても，図 5.6と同様の傾向が見られた．しかし BN3 は図

5.6のBN3 よりもBE と一致した．

5.2.2.4 パラメータ構成 4⃝のケース

パラメータ構成 4⃝で規定される GI/G/s/sシステムの B を図 5.8，5.9
に示す．図 5.8は学習回数が 200回の場合を，図 5.9は学習回数が 1000回
の場合の性能評価結果を示している．
図 5.8において，BN1 は Ca2 が増加するにつれて BE と一致しなくな

る傾向が見られた．BN2 , BN3 は，Ca2, Cs2の大小によらずBE とあまり
一致しなかった．
図 5.9においても図 5.8と同様の傾向が見られた．
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図 5.4: パラメータ構成 2⃝の場合におけるB（学習回数 200回）
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図 5.5: パラメータ構成 2⃝の場合におけるB（学習回数 1000回）
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図 5.6: パラメータ構成 3⃝の場合におけるB（学習回数 200回）
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図 5.7: パラメータ構成 3⃝の場合におけるB（学習回数 1000回）
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図 5.8: パラメータ構成 4⃝の場合におけるB（学習回数 200回）
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図 5.9: パラメータ構成 4⃝の場合におけるB（学習回数 1000回）
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5.2.2.5 パラメータ構成 5⃝のケース

パラメータ構成 5⃝で規定されるGI/G/s/sシステムのBを図 5.10，5.11
に示す．図 5.10は学習回数が 200回の場合を，図 5.11は学習回数が 1000
回の場合の性能評価結果を示している．
図 5.10において，BN1 はCa2, Cs2が増加するにつれてBE と一致しな

くなる傾向が見られた．BN2 , BN3 はCa2, Cs2の大小によらずBEとあま
り一致しなかった．
図 5.11においても，図 5.10と同様の傾向が見られた．

5.2.2.6 パラメータ構成 6⃝のケース

パラメータ構成 6⃝で規定されるGI/G/s/sシステムのBを図 5.12，5.13
に示す．図 5.12は学習回数が 200回の場合を，図 5.13は学習回数が 1000
回の場合の性能評価結果を示している．
図 5.12において，BN1 はCa2, Cs2が増加するにつれてBE と一致しな

くなる傾向が見られた．BN2 , BN3 はCa2, Cs2の大小によらずBEとあま
り一致しなかった．
図 5.13においても，図 5.12と同様の傾向が見られた．

5.3 性能評価結果の誤差検証
本節ではまず，BN の誤差指標とその検証方法を示す．次に，誤差指標

を求め，誤差検証をおこなう．

5.3.1 誤差指標とその検証方法
B の値は待ち行列システムを規定するパラメータに応じて 0 ≤ B < 1

の範囲で変動する．相対誤差を誤差指標とした場合，1未満の値で除算す
るため，誤差が非常に大きな値で算出されてしまう．したがって，BN の
誤差は絶対誤差を誤差指標として検証する．誤差検証の手順は次のとおり
である．
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図 5.10: パラメータ構成 5⃝の場合におけるB（学習回数 200回）
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図 5.11: パラメータ構成 5⃝の場合におけるB（学習回数 1000回）
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図 5.12: パラメータ構成 6⃝の場合におけるB（学習回数 200回）
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図 5.13: パラメータ構成 6⃝の場合におけるB（学習回数 1000回）
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1. 表 5.2に示した GI/G/s/sシステムのパラメータ構成を学習完了後
のNNに入力してBN を求める

2. 1で入力したパラメータ構成で規定される GI/G/s/sシステムの性
能評価を計算機実験によりおこない，BE を求める

3. 1で求めたBN と 2で求めたBE との絶対誤差を求める

1では表 5.2に示したGI/G/s/sシステムのパラメータ構成を学習完了
後のNNに入力してBN を求める．2では 1で入力したパラメータ構成で
規定されるGI/G/s/sシステムの性能評価を計算機実験によりおこない，
BE を求める．BE は複数回の計算機実験の平均値とする．計算機実験は
λ, Ca2, µ, Cs2, sの組み合わせ 1通りにつき 100万回おこなう (ゆえに計算
機実験は，パラメータ構成 1種類につき，合計 81 × 100万回おこなう)．3
ではBN とBE との絶対誤差を求め，一定の誤差 (絶対誤差 0.10以下)で
性能評価できたか確認する．なお絶対誤差は |BN − BE |で求める．

5.3.2 誤差検証結果
本節ではBN の誤差検証をおこなった結果を示す．本論文では学習回数

が 200回の場合のみを示す．なお学習回数が 1000回の場合でも，200回
の場合とほぼ同様の結果となった．

5.3.2.1 パラメータ構成 1⃝のケース

パラメータ構成 1⃝で規定されるGI/G/s/sシステムのBN とBEとの絶
対誤差を図 5.14に示す．図中のCa2は到着間隔分布の平方変動係数，Cs2

は処理時間分布の平方変動係数，errorはBN とBEとの絶対誤差を示す．
図中のグラフは error ≤ 0.10(絶対誤差 0.10以下)の範囲のみを表示して
おり，error > 0.10の範囲は表示していない．
図 5.14より，BN1 はCa2, Cs2の大小によらず，全体的に error > 0.10

となっている．BN2 は Ca2 ≥ 1.0, Cs2 ≤ 1.0の範囲であれば，おおむね
error ≤ 0.10となっている．BN3 は Ca2, Cs2の大小によらず，全体的に
error > 0.10となっている．
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5.3.2.2 パラメータ構成 2⃝のケース

パラメータ構成 2⃝で規定されるGI/G/s/sシステムのBN とBEとの絶
対誤差を図 5.15に示す．図中のCa2は到着間隔分布の平方変動係数，Cs2

は処理時間分布の平方変動係数，errorはBN とBEとの絶対誤差を示す．
図中のグラフは error ≤ 0.10(絶対誤差 0.10以下)の範囲のみを表示して
おり，error > 0.10の範囲は表示していない．
図 5.15より，BN1はCa2, Cs2 ≤ 1.0の範囲であれば，おおむね error ≤

0.10となっている．BN2 は Ca2, Cs2の大小によらず，おおむね error ≤
0.10となっている．BN3 はCa2 ≥ 1.0の範囲であれば，おおむね error ≤
0.10となっている．

5.3.2.3 パラメータ構成 3⃝のケース

パラメータ構成 3⃝で規定されるGI/G/s/sシステムのBN とBEとの絶
対誤差を図 5.16に示す．図中のCa2は到着間隔分布の平方変動係数，Cs2

は処理時間分布の平方変動係数，errorはBN とBEとの絶対誤差を示す．
図中のグラフは error ≤ 0.10(絶対誤差 0.10以下)の範囲のみを表示して
おり，error > 0.10の範囲は表示していない．
図 5.16より，BN1 はCa2, Cs2の大小によらず，おおむね error ≤ 0.10

となっている．BN2 は Ca2 ≤ 1.0, Cs2 ≥ 1.0の範囲であれば，おおむね
error ≤ 0.10となっている．BN3 は Ca2, Cs2 ≤ 1.0の範囲であれば，お
おむね error ≤ 0.10となっている．

5.3.2.4 パラメータ構成 4⃝のケース

パラメータ構成 4⃝で規定されるGI/G/s/sシステムのBN とBEとの絶
対誤差を図 5.17に示す．図中のCa2は到着間隔分布の平方変動係数，Cs2

は処理時間分布の平方変動係数，errorはBN とBEとの絶対誤差を示す．
図中のグラフは error ≤ 0.10(絶対誤差 0.10以下)の範囲のみを表示して
おり，error > 0.10の範囲は表示していない．
図 5.17より，BN1 は Ca2 ≤ 1.0, Cs2 ≥ 1.0の範囲であれば，おおむね

error ≤ 0.10となっている．BN2 は Ca2, Cs2の大小によらず，全体的に
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図 5.14: BN とBE との絶対誤差（パラメータ構成 1⃝，学習回数 200回）
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図 5.15: BN とBE との絶対誤差（パラメータ構成 2⃝，学習回数 200回）
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図 5.16: BN とBE との絶対誤差（パラメータ構成 3⃝，学習回数 200回）
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図 5.17: BN とBE との絶対誤差（パラメータ構成 4⃝，学習回数 200回）
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error > 0.10となっている．BN3 は Ca2 ≤ 1.0, Cs2 ≤ 1.0の範囲であれ
ば，おおむね error ≤ 0.10となっている．

5.3.2.5 パラメータ構成 5⃝のケース

パラメータ構成 5⃝で規定されるGI/G/s/sシステムのBN とBEとの絶
対誤差を図 5.18に示す．図中のCa2は到着間隔分布の平方変動係数，Cs2

は処理時間分布の平方変動係数，errorはBN とBEとの絶対誤差を示す．
図中のグラフは error ≤ 0.10(絶対誤差 0.10以下)の範囲のみを表示して
おり，error > 0.10の範囲は表示していない．
図 5.18より，BN1はCa2, Cs2 ≤ 1.0の範囲であれば，おおむね error ≤

0.10となっている．BN2 はCa2 ≤ 1.0の範囲であれば，おおむね error ≤
0.10となっている．BN3 は Ca2, Cs2の大小によらず，全体的に error >

0.10となっている．

5.3.2.6 パラメータ構成 6⃝のケース

パラメータ構成 6⃝で規定されるGI/G/s/sシステムのBN とBEとの絶
対誤差を図 5.19に示す．図中のCa2は到着間隔分布の平方変動係数，Cs2

は処理時間分布の平方変動係数，errorはBN とBEとの絶対誤差を示す．
図中のグラフは error ≤ 0.10(絶対誤差 0.10以下)の範囲のみを表示して
おり，error > 0.10の範囲は表示していない．
図 5.19より，BN1はCa2, Cs2 ≤ 1.0の範囲であれば，おおむね error ≤

0.10となっている．BN2 は Ca2 ≤ 1.0, Cs2 ≥ 1.0の範囲であれば，おお
むね error ≤ 0.10となっている．BN3 はCa2, Cs2の大小によらず，全体
的に error > 0.10となっている．

5.4 本章のまとめ
本節では 5.2.2，5.3.2節における評価結果の考察をおこなう．また本節

の最後に本章をまとめる．
結果から，Ca2, Cs2がある一定の範囲内であれば，おおむね誤差 0.10

以下で性能評価できた．また，パラメータ構成 2⃝，すなわち ρ = 0.5, s = 2
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図 5.18: BN とBE との絶対誤差（パラメータ構成 5⃝，学習回数 200回）
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図 5.19: BN とBE との絶対誤差（パラメータ構成 6⃝，学習回数 200回）
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のGI/G/s/sシステムについては Ca2, Cs2の大小によらずおおむね誤差
0.10以下できた．
パラメータ構成 2⃝以外のGI/G/s/sシステムをさらに高い精度で性能評

価するためには，より大きい値の Ca2, Cs2を学習データとして使用する
ことが考えられる．今回学習データとして使用した Ca2, Cs2は最大でも
2.0であった．したがって，2.0より大きい値のCa2, Cs2を学習データと
して使用すれば，Ca2, Cs2 > 1.0の範囲も誤差 0.10以下で性能評価でき
る可能性があるといえる．
学習回数については，200回の場合でも 1000回の場合でもほぼ同様の

結果となった．図 5.20，5.21に，NNの学習における損失の減少具合を示
す．なおここで用いたNNはパラメータ構成 1⃝であるGI/G/s/sシステム
の性能評価に In1を学習データとして用いたものである．
各図における横軸は学習回数を，縦軸は損失を表している。図 5.20は

学習回数が 200回の場合を，図 5.21は学習回数が 1000回の場合の損失の
減少具合を示している．どちらの図も学習終了時には損失がほぼ 0になっ
ていることがわかる．なお学習データに In1を使用した場合以外でも同様
の結果が得られた．そのため学習回数が 200回でも 1000回でも，性能評
価結果に差は生じにくいといえる．
最後に本章をまとめる．本章では，第 3 章の性能評価手順に従って

GI/G/s/s システムの性能評価をおこなった．また，性能評価結果の誤
差検証をおこなった．誤差検証結果から，GI/G/s/sシステムのパラメー
タ構成にもよるが，一定の精度でGI/G/s/sシステムの性能評価をおこな
えることがわかった．
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図 5.20: 学習における損失の減少（学習回数 200回）
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図 5.21: 学習における損失の減少（学習回数 1000回）
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第 6章 結論

本研究では，計算機実験における問題を改善するために，待ち行列理論
に基づくパラメータが明確であるという条件の下で，機械学習を用いた一
般トラヒック型待ち行列システムの性能評価をおこなった．また，機械学
習により得られた性能評価結果の誤差検証をおこない，一定の精度で一般
トラヒック型待ち行列システムの性能評価ができるか検証した．
以下，本論文で述べた内容と本研究で得られた主要な知見を要約し，今

後の研究課題と展望を述べることによって本論文の結論とする．
2章では，性能評価対象とする一般トラヒック型待ち行列システムにつ

いて述べた．具体的には，GI/G/sシステムとGI/G/s/sシステムを性能
評価対象とすることを述べた．さらに，GI/G/sシステムおよびGI/G/s/s
システムを規定するパラメータについて説明した．

3章では，機械学習による一般トラヒック型待ち行列システムの性能評
価手順について述べた．性能評価手順で利用する機械学習はNNであるこ
とを説明し，性能評価手順がGI/G/sシステムおよびGI/G/s/sシステム
の性能評価で共通に利用できるものであることを説明した．そして，性能
評価手順の詳細を説明した．

4章では，3章で述べた性能評価手順に従ってGI/G/sシステムの性能評
価をおこなった．また，性能評価結果の誤差検証をおこない，一定の精度
で性能評価がおこなえるかどうかを検証した．誤差検証の結果，GI/G/s
システムのパラメータ構成にもよるが，一定の精度で性能評価をおこなえ
ることがわかった．

5章では，3章で述べた性能評価手順に従ってGI/G/s/sシステムの性能
評価をおこなった．また，性能評価結果の誤差検証をおこない，一定の精
度で性能評価がおこなえるかどうかを検証した．誤差検証の結果，GI/G/s
システムの場合と同様，GI/G/s/sシステムのパラメータ構成にもよるが，
一定の精度で性能評価をおこなえることがわかった．
機械学習による一般トラヒック型待ち行列システムの性能評価における
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今後の課題として，大きく 4つがあげられる．(1)はGI/G/sシステムと
GI/G/s/sシステムの誤差指標が異なっていた点である．(2)は機械学習
による性能評価において，誤差が大きい箇所があった点である．(3)は機
械学習にNN以外を利用していなかった点である．(4)はシステム容量K

が有限 (s < K)の有限長待ち行列システムGI/G/s/K(以下，「GI/G/s/K
システム」)の性能評価をおこなっていなかった点である．

(1)についてはGI/G/sシステムとGI/G/s/sシステムの統一的な誤差
指標を検討したい．(2)については，学習データとするCa2, Cs2を本研究
で使用したものとは異なるものにすることが考えられる．本研究で使用し
たCa2, Cs2はすべて 2.0以下であったため，今後は 2.0より大きい値を学
習データとして使用することを検討したい．(3)については，NN以外で
本研究の目的を達成できそうな機械学習があるかどうか調査したい．(4)
については，GI/G/s/Kシステムは平均システム内時間，損失率のどちら
も性能指標とすることができるため，何を性能指標にするかを検討した上
で本研究の性能評価手順を利用して性能評価をおこないたい．
最後に本研究の応用先として考えられるものを述べる．従来のネット

ワークシステムの設計では解析解の存在するM/M/sシステムやM/M/s/s
システムが一般的に利用されてきた [2]．しかし，ネットワークシステム
における到着間隔分布や処理時間分布が指数分布に従うとは限らないた
め，GI/G/sシステムやGI/G/s/sシステムをネットワークシステム設計
に利用できないか検討したい．
他には，産業用ロボットの遠隔操作におけるQoS制御があげられる [76]．

このQoS制御では，ロボットへの入力とネットワークの遅延の関係を推
測することが重要である．この推測に，本研究で利用した性能評価手順が
応用できないか検討したい．
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付録

A M/G/1システムの解析解
（平均システム内時間）

M/G/1システムの平均待ち時間 (客が待ち行列システムに到着してか
らサーバで処理が開始されるまでに平均でかかる時間)Wq はポラチェッ
ク・ヒンチンの公式

Wq = ρ

1 − ρ

1 + Cs2

2
1
µ

(A.1)

で与えられる [68]．これよりM/G/1システムの平均システム内時間 (客
が待ち行列システムに到着してからサーバを出ていくまでに平均でかかる
時間)W は

W = Wq + 1
µ

(A.2)

で求められる [2]．

B GI/M/sシステムの解析解
（平均システム内時間）

GI/M/sシステムの平均待ち時間Wq は

Wq = Πs

sµ(1 − ω)2 (B.1)

で求められる [68]．ここで，Πsは

Πs =

[
1

1 − ω
+

s∑
r=1

(
s

r

)
s[1 − α(rµ)] − r

[s(1 − ω) − r][1 − α(rµ)]

r∏
i=1

1
ϕ(iµ)

]−1

(B.2)
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である．また，到着間隔分布の LST(ラプラス - スティルチェス変換)を
α(θ)とすると，ωは

ω = α([1 − ω]sµ) (B.3)

の根で，反復代入法で求められる．さらに，ϕ(θ)は

ϕ(θ) = α(θ)
1 − α(θ)

(B.4)

である．以上より，GI/M/sシステムの平均システム内時間W は式 (B.1)
を式 (A.2)に代入して求められる．

C 確率分布と平方変動係数
定理 1：
一定分布は Ca2, Cs2 = 0で規定される．

定理 1の証明：
一定分布の確率質量関数は次式で定義される [68]．

P (X) =


1(X = λ, λ ∈ R)

0(X ̸= λ)
(C.1)

P (X)の平均値をE[X]，2次モーメントをE[X2]，分散を V [X]とすると

E[X] =
∞∑

i=1
xiP (X = xi)

= λP (X = λ) +
∞∑

xi ̸=λ

xiP (X = xi)

= λ (C.2)

E[X2] =
∞∑

i=1
x2

i P (X = xi)

= λ2P (X = λ) +
∞∑

xi ̸=λ

x2
i P (X = xi)
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= λ2 (C.3)

V [X] = E[(X − E[X])2]

= E[X2] − (E[X])2

= λ2 − (λ)2

= 0 (C.4)

となる．式 (2.1)に V [X]とE[X]を代入すると

Ca2, Cs2 = 0
λ2

= 0 (C.5)

となる．

定理 2：
k次のアーラン分布は 0 < Ca2, Cs2 < 1かつ Ca2, Cs2 = k−1で規定さ
れる．

定理 2の証明：
k次のアーラン分布の確率密度関数は次式で定義される [68]．

f(x) = λk

(k − 1)!
xk−1e−λx (C.6)

k ∈ N, λ > 0

f(x)の平均値をE[X]，2次モーメントをE[X2]，分散を V [X]とすると

E[X] =
∫ ∞

0
xf(x)dx

=
∫ ∞

0
x

λk

(k − 1)!
xk−1e−λxdx

= λk

(k − 1)!

∫ ∞

0
xke−λxdx

= λk

(k − 1)!

{[
− 1

λ
xke−λx

]∞

0
+

∫ ∞

0

k

λ
xk−1e−λxdx

}
= λk

(k − 1)!

{[
− k

λ2 xk−1e−λx
]∞

0
+

∫ ∞

0

k(k − 1)
λ2 xk−2e−λxdx

}
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= λk

(k − 1)!

[
− k!

λk+1 e−λx
]∞

0

= k

λ
(C.7)

E[X2] =
∫ ∞

0
x2f(x)dx

=
∫ ∞

0
x2 λk

(k − 1)!
xk−1e−λxdx

= λk

(k − 1)!

∫ ∞

0
xk+1e−λxdx

= λk

(k − 1)!

{[
− 1

λ
xk+1e−λx

]∞

0
+

∫ ∞

0

k + 1
λ

xke−λxdx

}
= λk

(k − 1)!

{[
−k + 1

λ2 xke−λx
]∞

0
+

∫ ∞

0

(k + 1)k
λ2 xk−1e−λxdx

}
= λk

(k − 1)!

[
−(k + 1)!

λk+2 e−λx
]∞

0

= (k + 1)k
λ2 (C.8)

V [X] = E[(X − E[X])2]

= E[X2] − (E[X])2

= (k + 1)k
λ2 −

(
k

λ

)2

= k

λ2 (C.9)

となる．式 (2.1)に V [X]とE[X]を代入すると

Ca2, Cs2 =
k

λ2(
k
λ

)2

= 1
k

= k−1 (C.10)

となる．k ∈ Nであるから

0 < k−1 ≤ 1 (C.11)
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となる．なお k = 1のときは指数分布と一致するため，k ̸= 1を仮定して
整理すると

0 < k−1 < 1 (C.12)

となる．ゆえに

0 < Ca2, Cs2 < 1 (C.13)

となる．

定理 3：
指数分布は Ca2, Cs2 = 1で規定される．

定理 3の証明：
指数分布の確率密度関数は次式で定義される [68]．

f(x) = λe−λx (C.14)

λ > 0

f(x)の平均値をE[X]，2次モーメントをE[X2]，分散を V [X]とすると

E[X] =
∫ ∞

0
xf(x)dx

=
∫ ∞

0
xλe−λxdx

= λ

{[
− 1

λ
xe−λx

]∞

0
+

∫ ∞

0

1
λ

e−λxdx

}
= λ

[
− 1

λ2 e−λx
]∞

0

= 1
λ

(C.15)

E[X2] =
∫ ∞

0
x2f(x)dx

=
∫ ∞

0
x2λe−λxdx

= λ

{[
− 1

λ
x2e−λx

]∞

0
+

∫ ∞

0

2
λ

xe−λxdx

}
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= λ

[
− 2

λ3 e−λx
]∞

0

= 2
λ2 (C.16)

V [X] = E[(X − E[X])2]

= E[X2] − (E[X])2

= 2
λ2 −

( 1
λ

)2

= 1
λ2 (C.17)

となる．式 (2.1)に V [X]とE[X]を代入すると

Ca2, Cs2 =
1

λ2(
1
λ

)2

= 1 (C.18)

となる．

定理 4：
2次の超指数分布は Ca2, Cs2 > 1で規定される．

定理 4の証明：
超指数分布の確率密度関数は次式で定義される [68]．

f(x) = pλ1e−λ1x + (1 − p)λ2e−λ2x (C.19)

0 < p < 1, λ1, λ2 > 0

f(x)の平均値をE[X]，2次モーメントをE[X2]，分散を V [X]とすると

E[X] =
∫ ∞

0
xf(x)dx

=
∫ ∞

0
x

{
pλ1e−λ1x + (1 − p)λ2e−λ2x

}
dx

= pλ1

∫ ∞

0
xe−λ1xdx + (1 − p)λ2

∫ ∞

0
xe−λ2xdx

= pλ1

{[
− 1

λ1
xe−λ1x

]∞

0
+

∫ ∞

0

1
λ1

e−λ1xdx

}
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+ (1 − p)λ2

{[
− 1

λ2
xe−λ2x

]∞

0
+

∫ ∞

0

1
λ2

e−λ2xdx

}
= pλ1

[
− 1

λ2
1
e−λ1x

]∞

0
+ (1 − p)λ2

[
− 1

λ2
1
e−λ2x

]∞

0

= pλ1
1
λ2

1
+ (1 − p)λ2

1
λ2

2

= p

λ1
+ 1 − p

λ2
(C.20)

E[X2] =
∫ ∞

0
x2f(x)dx

=
∫ ∞

0
x2

{
pλ1e−λ1x + (1 − p)λ2e−λ2x

}
dx

= pλ1

∫ ∞

0
x2e−λ1xdx + (1 − p)λ2

∫ ∞

0
x2e−λ2xdx

= pλ1

{[
− 1

λ1
x2e−λ1x

]∞

0
+

∫ ∞

0

2
λ1

xe−λ1xdx

}
+ (1 − p)λ2

{[
− 1

λ2
x2e−λ2x

]∞

0
+

∫ ∞

0

2
λ2

xe−λ2xdx

}
= pλ1

2
λ3

1
+ (1 − p)λ2

2
λ3

2

= 2p

λ2
1

+ 2(1 − p)
λ2

2
(C.21)

V [X] = E[(X − E[X])2]

= E[X2] − (E[X])2

= 2p

λ2
1

+ 2(1 − p)
λ2

2
−

(
p

λ1
+ 1 − p

λ2

)2

= 2
(

p

λ2
1

+ 1 − p

λ2
2

)
−

(
p

λ1
+ 1 − p

λ2

)2
(C.22)

となる．式 (2.1)に V [X]とE[X]を代入すると

Ca2, Cs2 =
2

(
p

λ2
1

+ 1−p
λ2

2

)
−

(
p

λ1
+ 1−p

λ2

)2

(
p

λ1
+ 1−p

λ2

)2

= 2

(
p

λ2
1

+ 1−p
λ2

2

)
(

p
λ1

+ 1−p
λ2

)2 − 1 (C.23)
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式 (C.23)が 1より大きいことを証明するためには，式 (C.23)における(
p

λ2
1

+ 1−p
λ2

2

)
(

p
λ1

+ 1−p
λ2

)2 (C.24)

の分子が分母より大きいことを示せばよい．すなわち(
p

λ2
1

+ 1 − p

λ2
2

)
−

(
p

λ1
+ 1 − p

λ2

)2
> 0 (C.25)

を示せば良い．式 (C.25)の左辺を整理すると
(

p

λ2
1

+ 1 − p

λ2
2

)
−

(
p

λ1
+ 1 − p

λ2

)2

=
(

p

λ2
1

+ 1 − p

λ2
2

)
−

{(
p

λ1

)2
+ 2p(1 − p)

λ1λ2
+

(1 − p

λ2

)2
}

= p

λ2
1

+ 1 − p

λ2
2

− p2

λ2
1

− 2p − p2

λ1λ2
− 1 − 2p + p2

λ2
2

= p − p2

λ2
1

+ p − p2

λ2
2

− 2p − p2

λ1λ2

= λ2
2(p − p2)

λ2
1λ2

2
+ λ2

1(p − p2)
λ2

1λ2
2

− 2λ1λ2(p − p2)
λ2

1λ2
2

= (λ2
1 − 2λ1λ2 + λ2

2)(p − p2)
λ2

1λ2
2

= (λ1 − λ2)2(p − p2)
λ2

1λ2
2

= p(1 − p)(λ1 − λ2)2

λ2
1λ2

2
(C.26)

となる．0 < p < 1より式 (C.26)は

p(1 − p)(λ1 − λ2)2

λ2
1λ2

2
≥ 0 (C.27)

となる．なお λ1 = λ2のとき指数分布と一致するため，λ1 ̸= λ2を仮定し
て整理すると

p(1 − p)(λ1 − λ2)2

λ2
1λ2

2
> 0 (C.28)
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となる．よって式 (C.25)は示された．ゆえに式 (C.23)は

Ca2, Cs2 = 2

(
p

λ2
1

+ 1−p
λ2

2

)
(

p
λ1

+ 1−p
λ2

)2 − 1 > 1 (C.29)

となる．
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