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1 序文

ベルヌーイ数 Bn(n = 0, 1, 2, · · · )を逐次

n∑
i=0

(
n+ 1

i

)
Bi = n+ 1 (n = 0, 1, 2, · · · ) (1)

で定める。リーマンゼータ関数 ζ(s)を Re(s) > 1である複素数

sに対して、

ζ(s) =

∞∑
n=1

1

ns
(2)

で定義する。これは、Re(s) > 1の範囲で絶対収束し、ある表示式

を通して全 s平面の有理型関数に解析接続される。Euler(1794)

により、自然数 nに対し、

ζ(1− n) = −Bn

n

が示されている。

リーマンゼータ関数の多変数化として、多重ゼータ関数を次

の級数により定義する。

ζ(s1, · · · , sr) =
∑

0<m1<m2<···<mr

1

ms1
1 ms2

2 · · ·msr
r

(3)

多重ゼータ関数の負の整数点での特殊値もベルヌーイ数で表す

ことができる。本研究では、これらの具体的な数値と数値間で

の法則性について議論していく。

2 先行研究

まず、多重ゼータ関数の絶対収束域に関する結果を復習する。

命題 1.1(松本,2000) 多重ゼータ関数 ζ(s1, · · · , sr) は領域
{(s1, · · · , sr) ∈ Cr|Re(sj+· · ·+sr) > r+1−j, j = 1, 2, · · · , r}
で絶対収束する。

絶対収束域以外では、定義級数は収束しないことも知られてい

る。一方多重ゼータ関数は Cr 上に有理型に解析接続され [秋山-

江上-谷川,2001]、非正の整数点は多重ゼータ関数の不確定特異

点になることが知られている [佐々木,2009]。すなわち多重ゼー

タ関数の非正の整数点における極限値が存在し、その値は極限

のとり方によって異なる。非正の整数点における極限値を求め

る一つの方法として、小野塚 (2013)による次の結果がある。

定理 1.1(小野塚,2013) ε1, · · · , εr ∈ Cは次の 3条件を満たし

ながら極限 (ε1, · · · , εr) → (0, · · · , 0)をとるものとする。

ε1, · · · , εr, εr−1+ εr, εr−2+ εr−1+ εr, · · · , ε1+ · · · εr ∈ C\{0}
εk

εj + · · ·+ εr
= O(1) (1 ≤ j ≤ k ≤ r)

このとき (−n1, · · · ,−nr) ∈ (Z≤0)
r に対し

ζ(−n1 + ε1, · · · ,−nr + εr) = (−1)nrnr!

×
∑′

p1+···+pr=n1+···+nr+r
p1,··· ,pr≥0

Bp1 · · ·Bpr

p1! · · · pr!

× (ε1, · · · , εrの有理関数)　+

r∑
j=1

O(εj)

ここで
∑′

は、ある条件をみたす p1, · · · , pr ∈ Z≥0 について

の和をとる。(条件は卒論を参照)

3 観察

小野塚の公式を用いて r=2の場合に、非正の整数点における

2通りの極限値を求める。記号を、{a,b}={1,2}に対し、

ζ(
a

−n1,
b

−n2) := lim
εb→0

lim
εa→0

ζ(−n1 + ε1,−n2 + ε2)

と定める。

(n1, n2) (0,2) (1,1) (2,0)

ζ(
1

−n1,
2

−n2)
1

120
1

240 - 1
90

ζ(
2

−n1,
1

−n2)
1
90

1
360 - 1

120

表 1 n1 + n2 = 2の場合の極限値

(n1, n2) (0,4) (1,3) (2,2) (3,1) (4,0)

ζ(
1

−n1,
2

−n2) − 1
252 − 1

504
1

15120
11

10080
1

210

ζ(
2

−n1,
1

−n2)
1

210 − 1
560 − 1

15120
13

10080
1

252

表 2 n1 + n2 = 4の場合の極限値

表から観察できるように、2重ゼータ関数の非正の整数点での

極限値は対称性を持っている。このことから次のようなことが

予想できる。

予想

n1, n2 が偶数で、n1 + n2 = 2k のとき、任意の l ∈
{0, 1, 2, · · · k}に対し

ζ(
1

−2l,
2

2(l − k)) = −ζ(
2

2(l − k),
1

−2l)

が成り立つ。

4 まとめと今後の課題

2重ゼータ関数では、n1, n2 が偶数かつ n1 + n2 が偶数の時に

対称性がみられた。今後は予想の証明や 3重、4重と変数を増や

していき,2 重のときのように極限値同士に関係性があるのか議

論を深めていきたい。
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