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1 はじめに

量子通信システムの信頼性あるいは安全性を評価する上で，最

小誤り率などの量子信号検出限界 [1]を明らかにすることは非常

に重要である．誤り率が通信路行列から簡単に計算することが

できるなど，量子信号検出限界を明らかにする際に，通信路行列

は非常に有用な行列となっている．

量子通信においても，PSK (phase-shift keying) や ASK

(amplitude-shift keying)，QAM (quadrature amplitude mod-

ulation) などのデジタル通信でもよく知られている変調方式が

利用される．これらの変調方式が使用されるとき，多くの場合，

量子状態としてコヒーレント状態が用いられる．このため，信

号を表す用語として，PSK，ASK，QAMにコヒーレント状態信

号という言葉を付けた PSK コヒーレント状態信号（単に PSK

信号と言うこともある）などが使われる．これらのうち，対称

信号 (e.g. PSKコヒーレント状態信号など)については，量子

信号検出限界を達成する量子最適受信機が，SRM (square-root

measurement)[2] であることが知られている [3]．また，信号数

が有限の数M である場合は，いかにM が大きくても，限界値

そのものを計算するための公式も得られている．

これに対し，ASK，QAMなどは非対称信号であるため，これ

らの知見を使うことができない．そのため，非対称信号に対し

ては数値計算により，SRMによる誤り率などの計算が試みられ

ているが，所要メモリによる制限のため，1000を大きく超える

信号数を扱うことは，困難となっている．

本研究は，非対称信号の通信路行列を計算することを目的

としている．現在，成果として，ASK，AMPM (amplitude-

modulated phase-modulated)，QAMといった非対称信号に対

して，その信号の部分的な対称性に着目することで，通信路行列

の計算の規模を削減できることを明らかにした．本稿では，対

称信号で得られた知見を用いることで，非対称信号である 4m2

元 QAM コヒーレント状態信号の通信路行列の計算の規模が 1
4

のm2 に削減できることを示す．

2 グラム行列

M 元純粋状態信号系 {|ψi⟩ ∈ H | i = 1, 2, . . . ,M} に対し，
グラム行列 Γ は以下のように定義される [1]．

Γ =


⟨ψ1|ψ1⟩ ⟨ψ1|ψ2⟩ · · · ⟨ψ1|ψM ⟩
⟨ψ2|ψ1⟩ ⟨ψ2|ψ2⟩ · · · ⟨ψ2|ψM ⟩

...
...

. . .
...

⟨ψM |ψ1⟩ ⟨ψM |ψ2⟩ · · · ⟨ψM |ψM ⟩

 (1)

このように，グラム行列は，量子状態信号間の内積 ⟨ψi|ψj⟩ を
(i, j) 成分とするM 次の正方行列である．その定義により，グ

ラム行列はエルミート行列である．また，量子測定に SRMを用

いた場合，グラム行列の平方根から通信路行列を求めることが

できる．一般に，行列の平方根は，その行列の固有値と固有ベク

トルから計算できるので，グラム行列の固有値と固有ベクトル

を求めることで通信路行列を計算することができる．そのため，

グラム行列の固有値と固有ベクトルを求めることが重要である．

図 1 4m2 元 QAM コヒーレント状態信号 (m=2)

3 4m2 元 QAMコヒーレント状態信号とその固有
値，固有ベクトル

3.1 QAMコヒーレント状態信号とそのグラム行列

本稿で扱う 4m2 元 QAMコヒーレント状態信号について説明

する．本稿では，QAM信号の中でも，図 1のように，格子点上

に 4m2(2m× 2m)個の信号点をもつ信号を取り扱う．また，信

号の順番が 4つごとに区切った際に，それぞれが 4相 PSK信号

になるよう番号を付けている点に注意する．この 4m2 元 QAM

コヒーレント状態信号のグラム行列は，以下のようになる．

Γ (4m2) =


1 ⟨α1|α2⟩ · · · ⟨α1|α4m2⟩

⟨α2|α1⟩ 1 · · · ⟨α2|α4m2⟩
...

...
. . .

...
⟨α4m2 |α1⟩ ⟨α4m2 |α2⟩ · · · 1

 (2)

ただし，Γ の上付き添え字 (4m2)は行列サイズを表し，Γ (4m2)

が 4m2 次の正方行列であることを意味している．

3.2 グラム行列のブロック分割

本稿におけるメインのアイデアを述べる．図 1 の 4m2 元

QAMコヒーレント状態信号をよく見ると，k = 1, 2, . . . ,m2 と

して，

Sk = {|α4k−3⟩, |α4k−2⟩, |α4k−1⟩, |α4k⟩} (3)

という m2 個の 4相 PSK信号の集まりと見做すことができる．

4相 PSK信号は典型的な対称信号であるので，4m2 元 QAM信

号は 4 個ずつ区切った信号が対称であるという意味で部分的な

対称性を持つと言える．ここで，位相平面において角度 π/2だ

け位相回転させる回転作用素を

Û = exp
[
i
π

2
â†â

]
(4)

と表す．ただし，i =
√
−1は虚数単位であり，âと â† は光子消

滅作用素と光子生成作用素である．この Û を用いると，Sk は，

|α4k−3⟩ = |α(k)⟩として，

Sk =
{
|α(k)⟩, Û |α(k)⟩, Û2|α(k)⟩, Û3|α(k)⟩

}
(5)
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となる．2組の 4相 PSK信号 Sk と Sl の各信号間の内積を並べ

た 4次の正方行列 Γ
(4)
k,l は，次式のように書ける．

Γ
(4)
k,l =

[
⟨α(k)|

(
Û i−1

)†
Û j−1|α(l)⟩

]
(6)

=
[
⟨α(k)|Û j−i|α(l)⟩

]
(7)

これより，Γ (4)
k,l が巡回行列であることがわかる．したがって，

Γ (4m2) は，m4 個の巡回行列 Γ
(4)
k,l (k, l ∈ {1, 2, . . . ,m2}) によ

りブロック分割でき，

Γ (4m2) =


Γ

(4)
1,1 Γ

(4)
1,2 · · · Γ

(4)
1,m2

Γ
(4)
2,1 Γ

(4)
2,2 · · · Γ

(4)
2,m2

...
...

. . .
...

Γ
(4)
m2,1 Γ

(4)
m2,2 · · · Γ

(4)
m2,m2

 (8)

のように表わされる．

3.3 小行列の分解

小行列 Γ
(4)
k,l は巡回行列であるので，固有値，固有ベクトルを

求める公式が知られている．実際に求めると，Γ (4)
k,l のような 4

次の巡回行列に対しては，以下のような正規直交した固有ベク

トルが得られる．

λ1 =
1

2
[1, 1, 1, 1]

T
, λ2 =

1

2
[1,−1, 1,−1]

T

λ3 =
1

2
[1, i,−1,−i]

T
, λ4 =

1

2
[1,−i,−1, i]

T

ただし，太字はベクトル，Tはベクトルの転置を表す．Γ (4)
k,l の固

有値を λ
(k,l)
i と表すと，Γ (4)

k,l は次式のように固有値分解できる．

Γ
(4)
k,l =

4∑
i=1

λ
(k,l)
i λiλ

H
i (9)

ただし，H は行列の共役転置を表す．また，巡回行列の固有値

を求める公式より，Γ (4)
k,l の固有値を具体的に求めることができ

るが，表記の簡単化のため λ
(k,l)
i と表している．ここで，全ての

小行列 Γ
(4)
k,l が (k, l)に依らず同じ固有ベクトル λi を持つが，固

有値 λ
(k,l)
i は (k, l)に依存することに注意する．

3.4 グラム行列の分解

式 (9)を式 (8)に代入すると

Γ (4m2) =


Γ

(4)
1,1 Γ

(4)
1,2 · · · Γ

(4)
1,m2

Γ
(4)
2,1 Γ

(4)
2,2 · · · Γ

(4)
2,m2

...
...

. . .
...

Γ
(4)
m2,1 Γ

(4)
m2,2 · · · Γ

(4)
m2,m2

　

=
4∑

i=1

Ai ⊗ λiλ
H
i (10)

ただし，

Ai =


λ
(1,1)
i λ

(1,2)
i · · · λ

(1,m2)
i

λ
(2,1)
i λ

(2,2)
i · · · λ

(2,m2)
i

...
...

. . .
...

λ
(m2,1)
i λ

(m2,2)
i · · · λ

(m2,m2)
i

 (11)

となる．Γ (4m2) がエルミートであることから，小行列に対し，(
Γ

(4)
k,l

)H

= Γ
(4)
l,k (12)

が成り立つ．式 (9)より，(
Γ

(4)
k,l

)H

=
4∑

i=1

(
λ
(k,l)
i

)∗
λiλ

H
i (13)

であり，式 (12)より，式 (13)が式 (9) と等しいので，結局，(
λ
(k,l)
i

)∗
= λ

(l,k)
i (14)

が成立する．ただし，∗は複素共役を表す．したがって，式 (11)

の Ai もまたエルミートである：

Ai
H = Ai, i ∈ {1, 2, 3, 4} (15)

このため，各 Ai はスペクトル分解可能である．各 Ai の固有値

と対応する正規直交化された固有ベクトルをそれぞれ，a(i)j と

a
(i)
j と書くと，Ai のスペクトル分解形式は，

Ai =

m2∑
j=1

a
(i)
j a

(i)
j a

(i)
j

H
(16)

となる．これを式 (10)に代入すると，

Γ (4m2) =
4∑

i=1

m2∑
j=1

a
(i)
j a

(i)
j a

(i)
j

H
⊗ λiλ

H
i (17)

を得る．
{
a
(i)
j

}
, {λi}はそれぞれ正規直交であるので，式 (17)

より，

Γ (4m2)
(
a
(i)
j ⊗ λi

)
= a

(i)
j

(
a
(i)
j ⊗ λi

)
(18)

(i = 1, 2, 3, 4, j = 1, 2, . . . ,m2)

が成り立つ．これより，グラム行列 Γ (4m2) の固有値と固有ベク

トルは，それぞれ a
(i)
j と a

(i)
j ⊗ λi だとわかる．

4 おわりに

本稿では，4m2 次の正方行列である 4m2 元 QAM信号のグラ

ム行列 Γ (4m2) の固有値と固有ベクトルを求めるためには，その
1
4 のサイズである m2 次の正方行列 Ai (i ∈ {1, 2, 3, 4})の固有
値 a

(i)
j と固有ベクトル |a(i)j ⟩ (j ∈ {1, 2, . . . ,m2})を求めれば十

分であることを示した.
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