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1 はじめに

本研究では，震源同定を代表例とするスカラー波動方程式の

ソース項同定問題に対する数値解法について考察する．本研究

で対象とするのは，ソース項が変数分離系となっているスカラー

波動方程式であり，時間にのみ依存する関数は既知とし，空間に

のみ依存する関数を内部観測によるデータから同定する問題を

考える．

Ω ⊂ Rn(n = 2, 3)を滑らかな境界 ∂Ωをもつ有界かつ凸な領
域とし，T を観測時間の長さとする．このとき，本研究で対象と

するスカラー波動方程式は以下のとおりである．
utt − ∇ · K(x)∇u = λ(t)f(x) in Ω × (0, T ], (1)
u(·, 0) = u0, ut(·, 0) = v0 in Ω, (2)
u = g on ∂Ω × (0, T ]. (3)

ここで λ(t)と K(x)は与えられた関数であり，それぞれ次の条
件を満たすとする．

λ ∈ C∞[0, +∞); λ(0) ̸= 0, (4)
K ∈ L∞(Ω); K(x) ≥ K0 > 0, ∀x ∈ Ω. (5)

また，(2)式中の u0, v0 は与えられた関数であり，さらに次の式

が成り立つことを仮定する．

u0|∂Ω = g(·, 0), v0|∂Ω = gt(·, 0).

また，K0 は与えられた正定数である．また，関数 g は既知であ

る．さらに

f ∈ L2((0, T ); L2(Ω)), u0 ∈ H1(Ω), v0 ∈ H1(Ω),

とする．このとき順問題 (1)の解はただ一つ存在し，

u ∈ L2((0, T ); H1(Ω)), ut ∈ L2((0, T ); L2(Ω)),
utt ∈ L2((0, T ); H−1(Ω))

となる．

ω ⊆ Ω とする．本研究で対象とする逆問題は，次のとおりで
ある：

ソース項同定問題

与えられた内部観測 u(x, t) ((x, t) ∈ ω × (0, T ]) よりソース項
関数 f(x) を同定せよ．

倉敷は 1次元波動方程式族の係数同定逆問題に対して，H1 勾

配法 [1] を元に安定な数値解法を提案した [2]．本研究ではスカ
ラー波動方程式のソース項同定問題に対して，倉敷の提案した

数値解法を元に，数値的に安定した数値解法を開発することを

目的とする．

2 ソース項同定問題に対する H1 勾配法

ソース項同定問題を解く手法として，随伴変数法を採用する．

未知のソース項 f(x)を，次の汎関数 J : L2(Ω) → R+ := [0, ∞)
の最小化問題を解くことで同定する．

J(f) =
∫ T

0

∫
ω

|u[f ] − u|2

∥u∥2 dxdt.

ここで u[f ] は，f が与えられたときの (1) の解である．また，

∥u∥ :=

(∫ T

0

∫
ω

|u|2dxdt

) 1
2

である．

汎関数の最小化関数を求めるために抽象勾配法 [1] を用いる．
そのため汎導関数と双一次形式の選択が必要となる．汎導関数

導出のための次の定理が成り立つ．

定理

∀f1, ∀f2 ∈ L2(Ω)に対して，次式が成り立つ．

J(f1) − J(f2) =
∫ T

0

∫
Ω

λ(t)δf(x)w(x, t)dxdt

+ 1
∥u∥2

∫ T

0

∫
ω

(u1 − u2)2dxdt.

ここで w(x, t)は次の問題 (6)，(7)，(8)の解である．
wtt − ∇ · K(x)∇w = 2(u[f ] − u)χω(x)

∥u∥2 in Ω × (0, T ], (6)

w(·, T ) = wt(·, T ) = 0 in Ω, (7)
w = 0 on ∂Ω × (0, T ], (8)

ここで関数 χω(x)は，χω(x) = 1, x ∈ ω, χω(x) = 0, x ∈ Ω\ω

を満たす．

ここで随伴問題 (6)，(7)，(8) は適切である．この定理により，
次のとおりに汎関数の Gâteaux微分を得ることができる．

定理

汎関数 J(f)は Gâteaux微分可能であり，次の式が成り立つ．

d
dϵ

J(f1 + ϵδf)|ϵ=0 =
∫ T

0

∫
Ω

λ(t)δf(x)w(x, t)dxdt.

定理 4.2より汎関数の導関数は次のとおりに得ることができる．⟨
dJ

df
, δf

⟩
=
∫ T

0

∫
Ω

λ(t)w(x, t)δfdxdt.

3 H1 勾配法

汎関数の最小化関数は，抽象勾配法による反復過程で求める．

fk+1 = fk + εk
sk

∥sk∥H1
(k = 0, 1, 2, . . .). (9)

εk > 0は適切に選択された探索幅であり，∥ · ∥H1 は H1 ノルム

である．探索方向 sk はH1 勾配法 [1]により求める．すなわち，
汎関数 J の導汎関数を用いた次の問題の解により定めることに

する．

a(s, φ) = −
⟨

dJ

df
, φ

⟩
, ∀φ ∈ H1(Ω). (10)

a(·, ·)は，次に定義される H1(Ω)上の有界かつ強圧的な双一次
形式である．ここで (·, ·)L2 は L2 内積であり，α > 0は与えら
れた正定数である．

a(s, φ) = α(∇s, ∇φ)L2 + (s, φ)L2 .

提案手法のアルゴリズムは，次のとおりである．
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Algorithm 1 ソース項同定逆問題に対する同定アルゴリズム
1: f0 ∈ L2(Ω)を与える．
2: k = 0
3: repeat
4: 順問題 (1)，(2)，(3)解き u(x, t)を求める．
5: 随伴問題 (6)，(7)，(8)を解き w(x, t)を求める．
6: 式 (10)を解き探索方向 sk を求める．

7: ステップサイズ εk を決定する．

8: (9)よりソース項関数を更新する．
9: 設計変数関数を用いて順問題 (1)，(2)，(3)を解く．

10: 汎関数 J(fk+1)を計算する．
11: k = k + 1
12: until J(fk) < ε

4 数値実験

提案手法の有効性を，数値実験により検証する．数値実験で

用いた設定は，表 1 のとおりである．数値実験は有限要素法ソ
フトウェア FreeFem++4.2-1[3]を使用して行う．順問題，随伴
問題を解く際，有限要素法を用いる．要素分割として三角形一

時要素，解法として HHT法を用いる．また，観測データは三角
形二次要素とニューマーク法を用いて順問題を解くことで作成

する．

表 1 数値実験

Dirichlet境界関数 g 0
初期値 u0 0
初速度 v0 0
係数K(x, y) 1
λ(t) cos 2t

真の解 f(x, y) e−12(x2+y2)

初期関数 f0 0
領域 Ω [−1, 1] × [−1, 1]
観測時間 T 　 2
空間分割 30 × 30
時間分割 800

まず観測領域 ω の同定結果への影響について検討する．本実

験では観測誤差は加えていない．図 2と図 3は観測領域 ω を示

した図であり，色がついている部分が ω に該当する．図 5は ω

が図 2のときの同定結果，図 6は ω が図 3のときの同定結果で
ある．2 つの同定結果を比較すると図 6 の方がピークの位置お
よび値ともに精度がよいことがわかる．この結果から，同定精

度は，観測領域の大きさだけでなく，位置にも大きく依存すると

考えられる．

次に H1 係数 α の影響について検討する．測定データに

観測誤差 5% を加えて，実験を行う．観測領域は図 4 である．
α = 10−12のときの同定結果の絶対誤差分布を図 7に，α = 10−2

のときの同定結果の絶対誤差分布を図 8 に示す．2 つの結果か
ら，観測誤差に起因する振動現象が見られる．また，結果を比較

すると，振動現象は H1 係数が大きいほど抑制している．よっ

て H1 係数 α を適切に与えることで，観測誤差に起因する振動

現象を抑制できる可能性があると考えられる．

数値実験により，十分な観測時間 T が与えられ，適切な観測

領域の大きさと位置でデータを観測できれば，提案アルゴリズ

ムにより一定精度で同定できる可能性があることが示唆された．

また，H1 係数 αを適切に与えることで観測誤差に起因する振動

現象を抑制する可能性も示すことができた．今後の課題は，ア

ルゴリズムの収束性についての理論検討，適切な H1 係数 α の

自動的な選択方法の検討，そしてより実用に近い問題への開発

手法の適用である．

図 1 exact f 図 2 観測領域 1

図 3 観測領域 2 図 4 観測領域 3

図 5 同定結果 (領域 1) 図 6 同定結果 (領域 2)

図 7 絶対誤差分布 (α = 10−12) 図 8 絶対誤差分布 (α = 10−2)
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