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1 はじめに
混合状態信号に対するグラム行列理論に関して，Holevoらに

よって，量子通信路符号化定理の証明という成功をもたらした
が，残念ながらそれ以上の発展はほとんどない．本研究では，混
合状態信号を用いて具体的な計算を行い，混合状態信号系に対
するグラム行列理論の発展を目指す．

2 Holevo-Schumacher-Westmorelandのグラム行列
と準最適測定

Holevo-Schumacher-Westmorelandのグラム行列は，M 元混
合状態信号系 {ρi | i = 1, 2, . . . ,M}を考えたとき，

Γ =
[
⟨ê(i)j |ê(i

′)
j′ ⟩

]
のように定義される．ここで，Dを j の集合とし，ρのサポート
空間が d次元の場合，D = {1, 2, . . . , d}である．Holevoらは，古
典情報理論における典型的系列に対応する固有値 λj の集合が，
{λj | j ∈ B ⊂ D}であるとき，固有ベクトル {|ej⟩ | j ∈ B ⊂ D}
で張られる部分空間を典型的部分空間と呼んだ．本稿では，D

の適当な部分集合をBとして，Bに対応する部分空間を考える．
|ê(i)j ⟩ は，ρ の各固有ベクトル |e(i)j ⟩ に対し上記の部分空間への
射影を行ったベクトルである．
　次に，純粋状態信号系でグラム作用素と呼ばれる作用素を以
下に示す．

Φ =
M∑
i=1

∑
j∈Bi

|ê(i)j ⟩⟨ê(i)j |

そして，彼らが定義した準最適測定 {Xi | i = 1, 2, . . . ,M}の決
定作用素 Xi は，

Xi =
∑
j∈Bi

Φ−(1/2)|ê(i)j ⟩⟨ê(i)j |Φ−(1/2)

である．

3 2次元混合状態信号に対するグラム行列と準最適
測定
本研究で扱う信号系を，2元信号 {ρ1, ρ2}とし，それぞれ次式
で与えられるものとする．

ρ1 =

[
1− f 0
0 f

]
, ρ2 = R(θ)ρ1R(θ)†

ただし，R(θ)は回転行列である．また，f (0 ≤ f ≤ 1)は古典
雑音量を表すパラメータである．
　続いて，各信号の量子状態の固有ベクトルを求める．ρ1 の固
有ベクトルは，

|e(1)1 ⟩ =
[

1
0

]
, |e(1)2 ⟩ =

[
0
1

]
であり，ρ2 の固有ベクトルは，

|e(2)1 ⟩ =
[

cos θ
sin θ

]
, |e(2)2 ⟩ =

[
− sin θ
cos θ

]

である．
　混合状態信号に対するグラム行列は，信号のインデックス i

（及び i′）と固有ベクトルの番号 j（及び j′）により，(i, j) =

((i, j), (i′, j′))成分を持つ行列となる．まずは，2章で定義した
部分空間 B を全空間として考えると，

Γ =
[
Γ(i,j),(i′,j′)

]

=


(1,1) (1,2) (2,1) (2,2)

(1,1) 1 0 cos θ − sin θ
(1,2) 0 1 sin θ cos θ
(2,1) cos θ sin θ 1 0
(2,2) − sin θ cos θ 0 1


　準最適測定において，部分空間 Bi として全空間を考えたと
き，X1 = X2 = 1

2I2 となり，この測定 {X1, X2}は，ランダム
に結果 1 と 2 を出力する測定であり，信号識別能力は全くない
ことになる．

4 部分空間の導入
ここで，全空間を考えるのではなく，本研究では Holevoらが

用いた典型的部分空間とは違うが，何らかの部分空間を考える．
ここで，もっとも自然な部分空間は，0 ≤ f < 1

2 を仮定したとき
の ρi の第 1 固有値に対応する 1 次元の空間となる．このため，
j = 1のみを考えるので，Bi = 1ということになる．このとき
の決定作用素は，

X1 = Φ−(1/2)|e(1)1 ⟩⟨e(1)1 |Φ−(1/2)

X2 = Φ−(1/2)|e(2)1 ⟩⟨e(2)1 |Φ−(1/2)

となる．ここで |e(i)1 ⟩⟨e(i)1 | = ρi|f→0 であることに着目すると，
このようにしてつくった測定は，純粋状態信号に対する SRMと
なっていることがわかる．すなわち，決定作用素X1, X2 は，い
わゆる「純粋状態信号に対する量子最適決定作用素」となる．こ
こで，以前の我々の成果から，2次元信号系については「純粋状
態信号に対する最適決定作用素は混合状態信号に対しても最適」
となることが分かっている [1]．したがって，決定作用素X1, X2

は混合状態信号に対しても最適となるので「良い測定」であるこ
とがわかる．

5 まとめ
本研究では，グラム行列理論と「良い測定」を結びつける条件
が，混合状態信号系においては，適切な部分空間の導入にあるこ
とを考察した．
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