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1 はじめに

量子測定の数学的な記述は，正作用素値測度 POVM

(positive operator-valued measure) によって与えられる

[1]．Belavkinは，今日 BWSRM (Belavkin weighted　

square-root measurement) [2] と呼ばれる測定を数学的

に定義している．BWSRMは，量子測定理論の中で重要

な，SRM (square-root measurement) [3] の一般化であ

り，Belavkin weightと呼ばれる重みを様々に変えること

で多様な量子測定を与えるものである．

BWSRMについて，純粋状態の場合，重みはスカラー

であったことから，最適な重みを探索することで効率よ

く最適測定を得ることができた．しかし，混合状態の場

合，重みは行列であることから，必ずしも効率的ではな

い．したがって，重みのクラスを限定し，パラメータ数

を削減することが望まれる．

本稿では，混合状態信号に対する BWSRMの幾何学的

表現を考察し，重みを対角行列に限定した場合でもヒル

ベルト空間全体をカバーすることを示す．

2 基礎知識

2.1 量子状態と密度作用素

量子状態は，物理系に関する情報全てが含まれている

ものであり，任意の測定を行った際に得られる測定値の

確率分布の情報が全て入っているという意味で，確率分

布の一般化と言われることもある．一般に，任意の量子

状態はヒルベルト空間 H上のエルミート作用素 ρで記述

され，これを密度作用素と呼ぶ．密度作用素は，

ρ ≥ 0 (1)

Tr ρ = 1 (2)

Tr ρ2 ≤ 1 (3)

を満たす．ただし，Tr は作用素のトレースである．式

(3)で等号が成り立つときが純粋状態，厳密な不等式が成

り立つときが混合状態である．

2.2 量子測定

量子測定は一般に，positive operator-valued measure

(POVM) Π = {Πj | j = 1, 2, . . . ,M} によって数学的に
記述される．Πの各要素 Πj は，決定作用素と呼ばれ，以

下の条件を満たすエルミート作用素となる．

Πj ≥ 0,
M∑
j=1

Πj = I (4)

ここで，I はH上の恒等作用素を表す．
ある量子状態信号 ρi の測定結果が古典情報 j となると

きの条件付き確率 P (j|i)は

P (j|i) = Tr (ρiΠj) (5)

で与えられる．そのため，識別成功の平均確率 PC は，以

下のように表すことができる.

PC =
M∑
i=1

ξi Tr (ρiΠi) (6)

なお，1− PC は識別誤りの平均確率を表す．最大識別成

功率 P
(opt)
C は

P
(opt)
C = max

Π
PC (7)

であり，この最適値を達成する Πを量子最適測定と呼び，

この測定を行う受信機のことを量子最適受信機と呼ぶ．

2.3 BWSRM

BWSRM (Belavkin weighted square-root measure-

ment) [2] について説明する．M 元量子状態信号系

{ρi | i = 1, 2, . . . ,M} に対し，BWSRM の POVM

Π = {Πj | j = 1, 2, . . . ,M} は以下のように定義さ
れる.

Πj = G−1/2ψjWjψ
†
jG

−1/2 (8)

ただし，

G =

M∑
k=1

ψkWkψ
†
k (9)

である．Πj は式 (4)を満たす．Wj は，BWSRMにおい

て，Belavkin weightと呼ばれる重みであり，信号状態が

純粋状態であるとき，Wj はスカラーである．一方で，信

号状態が混合状態であるとき，Wj は半正定値エルミート

の dj 次正方行列となる．

3 混合状態信号に対する BWSRMの幾何学的
表現

本節では混合状態信号に対する BWSRM の幾何学的

表現について考察する．信号として，2 次元系の 2 元混

合状態信号を考え，信号に対応するベクトルと BWSRM

の決定作用素に対応するベクトルを 2 次元平面上に図示

する．また，重みを限定した BWSRMがヒルベルト空間

に対してカバーする範囲について視覚的に明らかにする．



愛知県立大学大学院情報科学研究科 令和 4 年度 修士論文要旨

図 1 2 元混合状態信号に対する BWSRM の幾何学

的表現の例．(a) f = 0.2, θ = π
3
,W1 = 0.4I,W2 =

0.6I．(b) f = 0.01, θ = arccos(0.8),W1 =

diag(0.1, 0),W2 = diag(0.9, 0)．

図 2 2 元混合状態信号に対して，重みを対角行列に

限定した BWSRM のカバーする範囲．(a) |ϕ(1)
1 ⟩, (b)

|ϕ(1)
2 ⟩, (c) |ϕ(2)

1 ⟩, (d) |ϕ(2)
2 ⟩．

3.1 BWSRMの幾何学的表現

BWSRM の幾何学的表現として，決定作用素 Πj の k

番目の固有値に対応する固有ベクトルを固有値でスケー

リングした

|ϕ(k)j ⟩ = µ
(k)
j |µ(k)

j ⟩ (10)

を定義し，この |ϕ(k)j ⟩を 2次元平面上に図示する．

例として，2元混合状態信号に対する BWSRMは，図

1 のように描かれる．ただし，図中の |ψ(k)
i ⟩ は受信信号

に対応するベクトルを表し，図 1-(b)において，第 2固有

値に対応するベクトルのノルムが 0 に近いことから，図

示を省略し，第 1 固有値に対応するベクトルのみを描い

ている．

3.2 重みを限定した BWSRMのカバーする範囲

次に重みのクラスを対角行列に限定した BWSRMが，

測定全体に対してカバーする範囲を調べる．重み変動に

より，BWSRMの決定作用素に対応するベクトルは，そ

れぞれ図 2(a)-(d)の塗りつぶし部分の範囲で変化するこ

とが分かった．本来，BWSRMの重みは対角行列に限定

されないが，図 2 より，限定的な BWSRM のクラスが

ヒルベルト空間全体を概ねカバーしていることが言える．

このことから，最適測定を達成する BWSRMを探索する

際，重みとして，すべての半正定値エルミートの正方行

列を探索するのではなく，対角行列を探索すれば十分で

あることが示唆される．

4 まとめ

混合状態信号に対する BWSRM の幾何学的表現を行

い，重みを対角行列とする限定的な BWSRM でもヒル

ベルト空間全体をカバーすることを示した．この結果は，

限定された BWSRMが任意の BWSRMを表現できるこ

とを示唆するため，最適測定となる重みを探索する際に，

対角行列となる重みを調べれば十分であることが考えら

れる．実際，[4]では重みを対角行列に制限した BWSRM

の中に最適測定を達成する重みが存在することが数値的

に示されている．

以上の結果の数学的な証明，さらに多次元系の多元信

号においても成り立つかどうかを検討することが今後の

課題として挙げられる．また，重みのクラスを限定して

最適解が得られることがわかった場合，専用の探索アル

ゴリズムを開発することも今後の課題と言える．
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